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Additionsformeln for sinus ger

sin(arctan 3 — arctan 2) = sin(arctan 3) cos(arctan 2) — sin(arctan 2) cos(arctan 3).
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Ur trianglarna avléser vi att
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Vi visar pastaendet med hjilp av induktion. Eftersom pastandet ska gilla for alla heltal > 1
sa borjar vi med att kontrollera pastaendet for n = 1, som &r induktionsbas i det hér fallet:
32 -1=9—-1=38, OK. Vi gor sedan induktionsantagandet att pastiendet giller for n = p,
dvs att 8 delar 327 — 1 och ska visa att det d& dven giller for n = p + 1. Vi har att

32+ 1 =3%F2 1 —323% 1 =323 —1)+32-1=3%3" —1) +8.

Enligt induktionsantagandet &r den forsta termen jamnt delbar med 8, sa hela uttrycket ar
jimnt delbart med 8. Enligt induktionsprincipen foljer det nu att pastaendet ar sant for alla
n>1.

Sitt f(z) = 2® —xIn(1+x). Vi far f/(z) = 2z —In(1 +2) — ¢ och f"(z) =2 — 14%1 - 1_%35 +
22°+4a+1

(lfz)"’ = #Es Da z > 0 dr f”(x) uppenbart > 0. Det medfor att derivatan #r viixande
for x > 0. Men f'(0) = 0 sa vi far f'(z) > 0 for > 0. Det betyder att &ven f dr viixande och
da £(0) = 0 foljer det att f(x) >0, dvs 22 — xIn(1 +z) > 0 for alla x > 0.

Man kan ocksa observera att f(x) = x(z — In(1 + z)) och att den foérsta faktorn &r > 0 nér
x > 0. Fragan, om f(x) > 0 eller ¢j, reduceras dérfor till samma fraga for x — In(1 + z) som &r
enklare att rékna.

Vi sétter in MacLaurinutvecklingarna for

2 ¢t 6 t3 5
cost:1—5+a+0(t) och smt:t—i—I—O(t).
Det ger

11922 cosr — 2 sin(z?
lirr%) Tt Cowé sin(z”) = { OBS! vi har satt t = z? i utvecklingen av sinus}
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~ lim a4+ 222 (1 — 22 + L' 4+ 0(2%)) — 222 + 2 528 + O(219)
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5. De primitiva funktionerna till f(z) ges av

1 1 t=2x—3
422 — 127+ 10 (22 —3)2 +1 dt = 2dz

1 1

- 5/mdt = %arctant—l—C = %arctan(Qa: -3)+C.

En primitiv funktion &r si exempelvis 1 arctan(2z — 3).

6. Den homogena ekvationen y”(z) + 2y’ (z) + 2y(x) = 0 har den karakteristiska ekvationen: 72 +
2r +2 =0, som ger r = —1 + 4. Allménna l6sningen till den homogena ekvationen blir ddrmed
yp = Ae " cosx+Be * sinz. For att fa fram en partikulérlosning sétter vi y, = z(x)e *. Efter
insdttning i den inhomogena ekvationen far vi en ekvation i z. Forskjutningsregeln ger att den
ekvationen har den karakteristiska ekvationen (r — 1)2 +2(r — 1) + 2 = 0, vilket kan férenklas
till 72 + 1 = 0. Det ger 2" + z = x som t.ex. har lésningen z = 2. Vi far dirmed Yp = T~ .
Allménna 16sningen: y =y, +y, = ¢ *(Acosz + Bsinz + x).
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8. Implicit derivering med avseende pa = ger 2y’ — =322 +4. Loser vi ut ¢ far vi

,_ B2+ 4)(1+y?)
1+ 2y2

Vi ser att 3y’ > 0 for alla x sa funktionen dr vixande.

9. Per definition ges f/(0) av

In(1+Az) ) Az — 3(Az)? + O((Az)?) B
lim M — lim Am— — lim Az
Az=0 Az T Az Az T Az—0 Az
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= lim = ——.
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10.

Om vi betraktar ett infinitesimalt avsnitt av strickan utgaende fran punkten x med lingd
Ax kan vi approximera hastigheten till att vara konstant lika med %‘f = 7v36 + z pa det
intervallet. Om vi 16ser ut At far vi tiden det tar att aka motsvarande strickbit, alltsa At =
7\/%. Summerar vi och later avsnitten bli allt kortare ser vi att den totala tiden, T', ges av

integralen
133

133
dz 9
e = [ 2B | =T -2
/0 736 + x {7 0 LA

Alternativt kan man se att

T T 1 dr 133 dr
T = dt = — —dt = _—
0 0 7\/36 +x dt 0 7\/ 36+ x



