Institutionen for matematik.

KTH
Losningar till tentamen i Matematik 1, 5B1115,
for E, Media och IT onsdagen den 8/1 2003
1.
y=xln(2® + 1), y(1) =In2
! 2 . 23: _ 2 . / o
y=In(z*+1)+=z x2+1—ln(x +1)+2 oL y' (1) =In2+1.
g = 22 220 ") =141=2

:x2+1+(m2+1)2’

Allménna Taylorutvecklingen omkring = = 1:
y@) =y(1) +y'(V)(z - 1)+ 5Pz - 1) + Ry ger:

y(z) =2+ (1+m2)(z—1)+ (z — 1)* + R..

y" — 10y’ + 25y = 5 + 6€”. Allméanna losningen soks.

VH Liry=7>=10r+25=(r—5)>=0 ger r =5, dubbelrot.
Homogena losningen blir alltsa :

yn = (Az + B)e™.

yp, yp, skall uppfylla L(D)yp, = 5.
Ej resonans (L(0) #0).  Ansétt yp, = a.
Inséttning ger L(D)a = (D —5)x2a =5, 25a=5, a=yp =1/5.

yp, - yp, skall uppfylla L(D)yp, = 6e”.

Ej resonans (L(1) #0).  Ansétt yp, = be”.  (yp, = yp, = be”)
Insdttning ger L(D)yp, = yp, — 10yp, + 25yp, = 16be™ = 6e”,
vilket ger  b=3/8 och yp, = 3e”.

Allménna 16sningen, y = yg + yp, +yp, = (Az + B)e® +1/5 + 3¢*/8.
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1T skér varandra i punkter (z,y) dar
vilket ger x* + 42% — 32 = 0,

Kurvorna y = x2/4 och y =

uppfyller  22/4 =
22 = 24 /A1 32,

dvs 22 = 4 eller 22 = —8 (slopas) .
2?2 =4 ger v = £2.
Omradet ligger alltsa mellan x = —2 och z = 2.

4+ 2’

Det sokta omradets area ges déarfor av integralen
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= 8(arctan1 — 0) — 4/3 = 27 — 3



5.

flr)y=5—lz=2[,  f(=3)=5-]=5[=0, f(7)=5-15[=0,
dvs f(—=3) = f(7) =0.
flz)=5—-(z—2)=7—2, dax>2.
flz)=5—-2—-—2)=3+2z, daz<2.
f'(2) existerar inte eftersom

J2+h) = f(2) 5 |hl = 5 —h

/ o . o . o . _
f4(2) = hlir(l)lJr h B hlir& h B hli%l+ h L, och
. f@2+n)—-f(2) . b—1h =5 . +th
/ _ — L S _— = !
f-(2) = o h = h . po- 7 [2)

Rolles sats siger att f'(£) = 0 {6r nagot £ i |a,b] om :
L. f(a) = £(b)

2. f &r kontinuerlig i [a,b]  och

3. f ar deriverbar i ]a, b|.

I exemplet uppfyller f 1. och 2. men inte 3.
Att f'(z) inte &r O i intervallet innebér darfor ingen motségelse mot Rolles
sats.

(%) ye' +2xe! =xy+1

definierar implicit en funktion y(z) i en omgivning av z = 0 sa att y(0) = 1.
Derivera ekvationen () med avseende pa z:

y'e® + ye® + 2e¥ + 2zxeVy =y + xy'.

lz=0,dary=0 y'(0)+1+2e+0 = 140, vilket ger  ¢/(0) = —2e.
Tangentens ekvation i (0,1): y—1=1¢'(0)(x —0)

dvs y= —2ex+1.



4+22—23 4

y=— @ =atlow
Asymptoter:
hr% Yy = +00
lim(y—(1—2))=0

Detta ger asymptoterna: + =0 och y=1—x.

Lokala extrempunkter:

/

8
Yy =——- 1=0, ger 23 = -8, x = —2 (enda O-stallet ),
Xz

y(—224) =4.
Y= y(-2)=3/2>0

Punkten (—2,4) ér alltsa en lokal minpunkt.

n

An): D) ([G+D27 =n2", n=1,23,..
=1
1
AL : S G +DP T =2.20=2=1.2" =2 stimmer.
j=1
Antag A(m) : Z §41)207 = m2m,
=1
m+1]
Am+1): Z(] +1)277 = (m + 1)2m ! skall visas.
j=1
VL = Z(] +1)27Y 4+ (m+2)2™ = (antagandet) =
j=1

m2™ 4+ (m+2)2™ = (2m+2)2" = (m+1)2-2™ = (m+ 1)2"" = HL
A(1) och A(m) => A(m + 1) ar alltsa visat.
Alltsa galler A(n) forn =1,2,3,....  VSB



9. For tillrickligt stora  giller:  Inz < 2'/4.
Dérav foljer att (for nagot M > 1) :

/°° Inz dz </°° a4 d </°°:v1/4 dx_/ood_x
v T+l Sy ar+1 Sy vz Jy 2t
som &r konvergent eftersom 5/4 > 1.

Darfor ar

*“ Inzd *“ Inzd
/ nr ey konvergent, och darmed ocksa / nede konvergent.

v TV/r+1 Lo+ 1

10. Eftersom g ar kontinuerlig vet man att

G(z) = / g(t) dt &r en primitiv funktion till g(x).
Enligt intaegralkalkylens huvudsats ar da

Man far

VSB.



