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1.
y = x ln (x2 + 1), y(1) = ln 2

y′ = ln (x2 + 1)+x · 2x

x2 + 1
= ln (x2 + 1)+2− 2

x2 + 1
, y′(1) = ln 2+1.

y′′ =
2x

x2 + 1
+

2 · 2x
(x2 + 1)2

, y′′(1) = 1 + 1 = 2.

Allmänna Taylorutvecklingen omkring x = 1:
y(x) = y(1) + y′(1)(x− 1) + y′′(1)

2!
(x− 1)2 +R2 ger:

y(x) = ln 2 + (1 + ln 2)(x− 1) + (x− 1)2 +R2.

2.
y′′ − 10y′ + 25y = 5 + 6ex. Allmänna lösningen söks.

yH : L(r) = r2 − 10r + 25 = (r − 5)2 = 0 ger r = 5, dubbelrot.
Homogena lösningen blir allts̊a :

yH = (Ax+B)e5x.

yP1 : yP1 skall uppfylla L(D)yP1 = 5.
Ej resonans (L(0) 6= 0). Ansätt yP1 = a.
Insättning ger L(D)a = (D − 5) ∗ 2a = 5, 25a = 5, a = yP1 = 1/5.

yP2 : yP2 skall uppfylla L(D)yP1 = 6ex.
Ej resonans (L(1) 6= 0). Ansätt yP2 = bex. (y′P2

= y′′P2
= bex)

Insättning ger L(D)yP2 = y′′P2
− 10y′P2

+ 25yP2 = 16bex = 6ex,
vilket ger b = 3/8 och yP2 = 3

8
ex.

Allmänna lösningen, y = yH + yP1 + yP2 = (Ax+B)e5x + 1/5 + 3ex/8.



3. ∫
5− x

2x2 + x− 1
dx =

1

2

∫
5− x

(x− 1/2)(x+ 1)
dx =

( handp̊aläggning )

1

2

∫
(

3

x− 1/2
− 4

x+ 1
) dx =

3

2
ln |x− 1

2
| − 2 ln |x+ 1|+ C.

4.

Kurvorna y = x2/4 och y =
8

4 + x2
skär varandra i punkter (x, y) där x

uppfyller x2/4 =
8

4 + x2
, vilket ger x4 + 4x2 − 32 = 0,

x2 = −2±
√

4 + 32,

dvs x2 = 4 eller x2 = −8 (slopas) .
x2 = 4 ger x = ±2.
Omr̊adet ligger allts̊a mellan x = −2 och x = 2.

Det sökta omr̊adets area ges därför av integralen

I =

∫ 2

−2

(
8

4 + x2
− x2

4
)dx = ( symmetri )

= 2

∫ 2

0

(
8

4 + x2
− x2

4
)dx =

= 4

∫ 2

0

dx

1 + (x/2)2
− 2

[
x3

12

]2

0

=

= 4

[
2 arctan

x

2

]2

0

− 1

6
(8− 0) =

= 8(arctan 1− 0)− 4/3 = 2π − 4

3



5. f(x) = 5 − |x − 2|, f(−3) = 5 − | − 5| = 0, f(7) = 5 − |5| = 0,
dvs f(−3) = f(7) = 0.
f(x) = 5− (x− 2) = 7− x, d̊a x ≥ 2.
f(x) = 5− (2− x) = 3 + x, d̊a x ≤ 2.
f ′(2) existerar inte eftersom

f ′+(2) = lim
h→0+

f(2 + h)− f(2)

h
= lim

h→0+

5− |h| − 5

h
= lim

h→0+

−h
h

= −1, och

f ′−(2) = lim
h→0−

f(2 + h)− f(2)

h
= lim

h→0−

5− |h| − 5

h
= lim

h→0−

+h

h
= +1 6= f ′+(2).

Rolles sats säger att f ′(ξ) = 0 för n̊agot ξ i ]a, b[ om :
1. f(a) = f(b).
2. f är kontinuerlig i [a, b] och
3. f är deriverbar i ]a, b[.

I exemplet uppfyller f 1. och 2. men inte 3.
Att f ′(x) inte är 0 i intervallet innebär därför ingen motsägelse mot Rolles
sats.

6.
(∗) yex + 2xey = xy + 1

definierar implicit en funktion y(x) i en omgivning av x = 0 s̊a att y(0) = 1.
Derivera ekvationen (∗) med avseende p̊a x:
y′ex + yex + 2ey + 2xeyy′ = y + xy′.
I x = 0, där y = 0 : y′(0)+1+2e+0 = 1+0, vilket ger y′(0) = −2e.
Tangentens ekvation i (0, 1) : y − 1 = y′(0)(x− 0)
dvs y = −2ex+ 1.



7. y =
4 + x2 − x3

x2
=

4

x2
+ 1− x.

Asymptoter:

lim
x→0

y = +∞

lim
x→∞

(y − (1− x)) = 0

Detta ger asymptoterna: x = 0 och y = 1− x.

Lokala extrempunkter:

y′ = − 8

x3
− 1 = 0, ger x3 = −8, x = −2 (enda 0-stället ),

y(−2) = 4.

y′′ =
24

x4
, y′′(−2) = 3/2 > 0.

Punkten (−2, 4) är allts̊a en lokal minpunkt.

8. A(n) :
n∑
j=1

(j + 1)2j−1 = n2n, n = 1, 2, 3, ...

A(1) :
1∑
j=1

(j + 1)2j−1 = 2 · 20 = 2 = 1 · 21 = 2, stämmer.

Antag A(m) :
m∑
j=1

(j + 1)2j−1 = m2m.

A(m+ 1) :
m+1∑
j=1

(j + 1)2j−1 = (m+ 1)2m+1 skall visas.

V L =
m∑
j=1

(j + 1)2j−1 + (m+ 2)2m = (antagandet) =

m2m + (m+ 2)2m = (2m+ 2)2m = (m+ 1)2 · 2m = (m+ 1)2m+1 = HL
A(1) och A(m) => A(m+ 1) är allts̊a visat.
Allts̊a gäller A(n) för n = 1, 2, 3, .... VSB



9. För tillräckligt stora x gäller: ln x < x1/4.
Därav följer att (för n̊agot M > 1) :∫ ∞

M

lnx dx

x
√
x+ 1

<

∫ ∞
M

x1/4 dx

x
√
x+ 1

<

∫ ∞
M

x1/4 dx

x
√
x

=

∫ ∞
M

dx

x5/4

som är konvergent eftersom 5/4 > 1.
Därför är∫ ∞

M

lnx dx

x
√
x+ 1

konvergent, och därmed ocks̊a

∫ ∞
1

lnx dx

x
√
x+ 1

konvergent.

10. Eftersom g är kontinuerlig vet man att

G(x) =

∫ x

a

g(t) dt är en primitiv funktion till g(x).

Enligt integralkalkylens huvudsats är d̊a∫ x2

x

g(t) dt = G(x2)−G(x)

Man f̊ar

d

dx

∫ x2

x

g(t) dt = G′(x2) · 2x−G′(x) = 2xg(x2)− g(x).

VSB.


