Institutionen for Matematik,
KTH.

Losningsforslag till tentan i 5B1115 Matematik 1 for B, BIO, E,
IT, K, M, ME, Media och T, 03—08-21.

1. Visa att pastaendet P, : 2" + 3" < 4™ ar sant for n = 2,3,4....
(a) Pp:22+32=4+9=13 <16 =42 dr sant.
(b) P, sant = P, sant, ty:
2ntt 4 3t =2.9" 1 3.3" < 3. (2" +3") < { enligt P, }
<3 4" <4 AT =4
(¢) Ovanstaende plus induktionssatsen = P,, sant for alla heltal > 2.

2. Karakteristiska ekvationen r? — 1 = 0 ger att r = %1, varfor yhom =
Ae®+ Be ™.
Ansatsen y, = u(z)-e” ger y, = u'-e"+u-e® och y; = u"-e*+2u"-e*+u-e;
detta insatt i differentialekvationen ger e* - (u” + 2u' +u — u) = 4x - *
eller " + 2u’ = 4x. Har ansétter vi u;, = ax + b och far

a+2ax +2b=4r = a=2och b= —1,

sa att u) = 2z — 1. Den enklaste funktionen u, som uppfyller detta &r
u, = x* — x, varfor y, = (z? — x) - €* ar en partikuldrlosning.

SVAR: y = Ae® + Be™® + (22 — x) €*.
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vilket visar att

1 .
arctan 1 = arctan x + konstant dax <1,

— X

eftersom funktionerna ar deriverbara for dessa x. Insattning av x = 0
(t.ex.) visar sedan att m/4 = 0+ konstant, sa att konstanten &r lika
med 7/4.

4. Med handpaldggning far man forst att

x -1 Ax+ B
/= (x+1)(x2 4+ 2+ 1) :x+1+$2+x+1
==z —1+(z+1)(Az+ B)
(x+1)(22+2+1)

Y

varefter multiplikation med namnaren (x + 1)(2? + z + 1) visar att

r=2*(A-1)+2(A+B-1)+B-1=A=1och B=1=
fo z+1 1 _1 20 +1 +1 1 1
224241 r+1 2224x+1 2a24x+4+1 x+1

Har ar det bara mittentermen som inte integreras omedelbart:

1 1 1 1 14 1
222 +x+1 2 (x+1/2)2+3/4 2 3 1+4/3(x+1/2)2

2 1 2.d (V3 . 20r + 1
=-—————— =7 | —— arctan ———
31+<2m+1)2 3dr\ 2 V3
V3
1 ; 2c+ 1
= —— — arctan ———
V3 dx V3

Med detta ser man att f har den primitiva funktionen

20 +1

V3

1 3
F(x):§ 1n(x2+x+1)+g arctan —Injz+1]+C.

5. Taylor sager att

PO

Sy e,
2) PR e

f(x) = f0)+f(0) =+




for nagot € mellan 0 och z. Héar géller:
fla)=2(1+2)"* = f(0) = 2;
fllx)=(1+a) 2= f(0)=1

fe) = s e = L0 L
Py =2 (1),
sa att
f(x):2m22+x—ix2+z.<1+3#5/2 3
Inséttning av x = 1/4 1 detta visar att

1 1 1 1
\/5:f(1/4):2+1—6—4+m'53,

dér ¢ ar nagot tal mellan 0 och 1/4, vilket betyder att

1
0< ——= < 1.
(&7
Vi ser darmed att
1 1 1 1 1
24 - = —<VIK2+ -~ —+ —=
+4 64 V5 Jr4 64+5127
eller, uttryckt pa ett annat satt:
1 1 1 1 1 1 1 1
24 - ——4+—) - — < V< (24+-—-——4+—)+—
(+4 64+1024) 1024 \/_<(+4 64+1024)+1024’
vilket betyder att
1 1 1 1
VB=2+-—— 4+ _—— &

4 64 1024 " 1024’
dar absolutbeloppet av felet ar < 1/1024 < 0, 001.

. En enkel geometrisk betraktelse visar att dV = 7y?dz, sa att hir far
vi



7. 1 integralen
1/2 dr

o xTvVl—=z
ar punkten x = 0 elak, varfor integralen egentligen ar lika med

lim

/ dz
—0+ ). z/1—2

Eftersom integranden ar positiv foljer det att fe Y2 dx vizer da e gar
mot 0, och det finns da bara tva alternativ: antingen blir gransvérdet
andligt (och da &r integralen konvergent), eller ocksa odndligt (och da
ar integralen divergent).

Héarav foljer att det racker att undersoka huruvida fe Y2 b begransad
eller inte.

Da0<z<1/2ar1<1/y1—x <2 saatt

[P =%

1/2 d
/ & [lnac]l/2 —In2 —1Ine — 400 da e — 0+,
e

Men nu ar

vilket innebar att

I/de
/ x—l—m / ——>+oodae—>0—|—

detta visar att var integral ar divergent.

Den andra integralen i uppgiften ar

/1 dx I = dx
——— = lim —.
1/2 inl—x e—0+ 1/2 .’17\/1—5(}

Dal/2<z<1léarl<1/x <2, varfor

1—e 12 1—e dl’ 1—e 12
(1—x)#de < / — <2 (1 —x) " /*dx.
/1/2 172 TV I—x 1/2
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Eftersom

1—e
/ (1—2)"de = [-2(1—2)"?] 1/’2 =2¢/1—-1/2—2/e
1/2

— /2 dae— 0+,

foljer det att

1—e
dx
——— < 2-V2dae— 0+,
/1 2 rV/1l—x
och detta visar att var integral ar konvergent.

. Termvis derivering av den geometriska serien

1+x+x2+x3+---+x"+---=ﬁ da |z| < 1
visar att 1
142z +32%+.. . .na" ... = ;
(1—x)?
eller
- 1
n—1
na" = ———;
; (1 —x)?
multiplikation med x ger slutligen att
St
— (1 —x)?
f(z) =z (7/2 — arctanx) =
fl(z) = g —arctanz — x - e =
1 1 2x
" _ o L
filw) = 1+ 22 1+a:2+x (1 + x2)?
—2 — 222 + 222 -2 .
= 15227 = 15227 <0 for alla z.



Detta visar att f'(x) ar avtagande for alla z. Eftersom f’(z) avtar mot
T ow
l. / = — — — — O = O
Jim fle) =5 =5 ’

da x — oo foljer det att f'(z) > 0 for alla x, vilket i sin tur betyder
att f(x) ar vdzande for alla x.

Da x — oo vixer alltsa f(z) mot

m/2 —arctanz {0}

lim f(x) = lim - 0} = { enligt I'Hospital } =
1 2
= lim 1+1“” — lim — =
T—00 — z—o0 | + x2

SLUTSATS: f(x) vixer mot 1 da x gar mot odndligheten, varur foljer
att f(z) < 1 for alla reellla tal z.

10. (a)

. f(O+h)—=f(0) .. h+2h*-sin(1/h)
/ _ _
110 = ilzlg(l) h B ilzlg(l) h
=142 }llir%h -sin(1/h) =1, eftersom |sinz| < 1 for alla z.

(b)
v # 0= f(r) =1+4z-sin(1/z) + 22* - cos(1/z) - (—x?)
=144z -sin(l/z) — 2 cos(1/x).

+1

T=5— = +2nm = sin(1/z) = 0 och cos(1/z) =1

+1
= f—]|=1+0-2=—1.
2nm

(¢) Om f(x) vore vixande pa ett icke-tomt intervall (-4, d), sa skulle
f'(x) > 0 for alla z i intervallet. Men ett sadant intervall in-
nehaller bergsakert punkter ,j;—; for tillrackligt stora n, och i sada-
na punkter ar derivatan lika med —1 enligt ovan — det vill saga att
vi far en motségelse. Sa det finns inget intervall (—0,d) omkring
origo dér f(x) &r vixande.
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