Institutionen for matematik MODELLTENTAN
KTH

Tentamensskrivning, ar-manad-dag, kl. x.00—x+5.00.
5B1115, Matematik 1, for B, E, I, IT, M, Media och T.

Prelimindra granser for betygen 3, 4 och 5 &ar 16, 22 respektive 30 podng inklusive bo-
nuspoang. Varje bonuspoang ger 1 poang pa tentamen.

Det maximala antalet poang pa varje uppgift ar angivet inom parentes i anslutning till upp-
giften.

Samtliga behandlade uppgifter bor forses med utforlig 16sning.
Inga hjalpmedel ar tillatna.

ANGE GRUPPNUMMER ELLER L &4RARENS NAMN P 4 OMSLAGET !

1. Ekvationen xy — In(x —y) = 2 definierar en funktion y =y(x) sadan att y(2) = 1. Visa
att funktionen y har lokal maximum i punkten x =2.

A 5 2 5 ; g an®+n-1
2. For vilka varden pa konstanten a ar serien @ <.~ ~—= konvergent?

3
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3. Berédkna integralen

4, Bestam och karakterisera lokala extrempunkter till funktionen
f(x) = x2=2x — In(1 + x?) + 2 arctan x.

5. Bestam Taylorutvecklingen av ordning 2 av funktionen f(x) = arcsin 1 kring

X
punkten x = 2. Restermen ges pa ordoform.

6. Formulera och bevisa integralkalkylens medelvardessats.

7. Berakna volymen av den kropp som uppstar da det andliga omradet mellan Injen y =

4
x och kurvan y = xV2 —x3 roterar ett varv kring x—axeln.

8. Bestam den allméanna lésningen till differentialekvationen
y” —6y +9y =5sin x + 4 e3,

9. Visa med induktion att §n8< 4" for n=1,2,3,%.
n
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10. For en kontinuerlig funktion f galler att limgQ f 8 2 = arctan x. Bestam f.
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Losningsforslag till modelltentamen i Matematik 1, 5B1115, &r-manad-dag.

1. Implicit derivering av xy —In(x —y) =2 ger y + xy’ —ﬂ’ =0.For x=2, y=1fas y =0.
-y
Implicit derivering av y + xy’ —J =0 ger y +y +xy” — Y (X= ( y)—)(l Y = 0. For
-y X=-y
x=2,y=1och y =0 fas 3y”" +1=0, dvs y’ (2)——3 <0.
Eftersom y’(2) =0 och y"(2) <0 sa ar x =2 en lokal maximipunkt till vy.
2. Ett nédvandig villkor fér konvergensen &r att lim %nl_l = 0. Detta innebér att a =0
n® ¥ n° +
ar ett krav for konvergensen. Fér a=0 harvi 0< N~ 1 <1 ochserien a 1 4 kon-
n+1 n? neq N
vergent. Enligt majorantprincipen ar serien Q ”3 1 ocks& konvergent.
n
n=1
8 3
3. O WX*L dgx={Vx+1=t x=€-1, dx=2tt}=¢)_ 2L dt
3 X(Vx +1-1) S (E=1)(t-1)
Vi har 2€ = 2 =_a 4+ b 4 C Med”handpalaggning” fas a = 1
(B-1)(t-1) (t=1)%(t+1) (t- 1)2 t—-1 t+1
och c—; For t=0 far man sedan b = 2 . Alltsa
3 3 3 3
p 2t2 - 1 31 11 -
Oidt‘O—dt"'*Otid“*Otidt‘
2(t2—1)(t—1) (t—1)? 22 -1 22 +1
[ 3[,,11/i 11/%| 1[|n1/1+11/2]3=1+5ln2—ln3. svar L+5IN2-In3
t-1 2 2 2
4. Funktionen f(x) = x2—2x — In(1 + x2) + 2 arctan x ar definierad och deriverbar for alla x
P endast en kritisk punkt kan vara en lokal extrempunkt. Kritiska punkter fas ur ekva-
tionen f(x) =
Harar f(x)=2x—2—-—2X_ 4+ 2 =2C(X=1) gonyr 22(X=1) =g fas tva kritiska
1+x2 1+x2 1+x2 1+x2
punkter x =0 och x =1.
lintervallet x <0 ar f'(x) <0 Pb f ar avtagande pa detta intervall.
lintervallet 0 <x <1 ar f(x) <0 b f ar avtagande pa detta intervall.
lintervallet x>1 ar f'(x)>0 b f &ar vaxande pa detta intervall.
Av detta foljer att x = 1 ar en lokal minimipunkt for f. \Svar: lok mini x=1.
5.

Den sokta utvecklingen ar f(2) + ' (2)(x — 2) + % f7(2)(x —2)2 + O((x — 2)3).

1 -1 - - iy = X =2
Vi har f(x) = arcsin — , f'(x) = : = och f"(x)=—>22—"<__,
\/; Jiot 2k k-1 ax3(x — 1)
X
For x =2 fas f(2):%, f(2)—— och f”(2):211_

Svar: 13 —211 (X —2) + % (X — 2)2 + O((x — 2)3).




6. Se kursboken sid 234.
4 4
7. Linjen y=x och kurvan y =xV2—x3 skar varandra da x =xV2—-x3 vilket ger x = 0 och
4
x =1. lintervallet 0 £ x £1 ar x £ xV2 —x3. Den sokta volymen ges av
1 1
V=pOxV2-x3dx —px2dx ={V2-x3=1t 2-x3=2, x3=2-%, x2dx =—§tdt}=
0 0
. 1 1
pg-2edt-p[C] =-2 €] _p =@V2-5p. svar: (@V2-5p
3 34 3 L34y 3 9 9
2
8. Den karakteristiska ekvationen r2—6r + 9 = 0 har en dubbel I6sning r =3 b den allméanna
I6sningen till den homogena ekvationen ar y, = (Ax + B)e3x,
Vi soker en partikular l6sning y; till ekvationen y” —6y” + 9y =sin x. Lo6sningen soks pa
formen y=asinx+bcosx: y=acosx—-b sin x, y"=-a sin x —b cos x, vilket insatt i
ekvationen ger (8a + 6b) sin x + (8b —6a) cos x =5 sin x.
Identifiering av de bada leden ger 8a+6b =5 och 8b—-6a=0dvs a :é och b= 1% . Alltsa
— 2 3
=£sin x + = cos X.
175 10
En partikular l6sning y, till ekvationen y~ —6y” + 9y = e3 sgks pa formen y = ax2e3x,
(ae3* och axe3* ar termeriy,.) Man far y = (2ax + 3ax?)e3, y”’ = (2a + 12ax + 9ax?)e3x,
vilket insatt i ekvationen ger 2ae3* =4e3 alltsd a =2 och y, = 2x2e3x,
Den allmanna lésningen ar y =y, +y; + V,.
Svar: y = (AX + B)e3* + % sin x + 1% COS X + 2x2e3X,
2 2 ” &no n» A A -1- &O 1 A @0:
9. Kontrollera att pastaendet & g< 4 ar sant for n=1: é1g< 41, Detta ar sant, ty &0 2.
Antag att pastdendet ar sant for n = k, dvs antag att det ar sant att éékk8< 4k,
Visa att pastaendet ar sant for n =k + 1, dvs visa att det ar sant att ééf(k++ll)g< 4k+1
Vi har
@k+1)06_-  (2k+2)! _(2k+2)2k + 1)(2k) %41 _ 2k +2)2k +1) . (2K) - ¥4 1 _
Ck+1 0 (igy (k+1) (k+1)-K-(k+1) -k (k+Dk+1) K! - k!
—(k+2)2k+1) . BKO_ 2k +2)2k +1) . k=22K+1) gk g.gk=gk+1
(k+1)(k+1) €k9 (k+1)(k+1) (k +1)
Enligt induktionsprincipen &ar pastaendet sant for n=1,2, 3, %..
X
10.

n® ¥ €ngd n

61 M X\ \
Vi har lim q fa8X0.X — Of(H dt Allts& ()() dt=arctan x och ledvis derivering ger att
k=1 0

0

-1 . - 1
f(x) = } Svar: f(x) = :
(x) Ty var: f(x) T3y




