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Tr+3y—z+u=2
1. For att 10sa systemet { 12z + 5y — 2z +u =4  staller vi upp dess total-

r+y—z=1
matris och anvander elementara radoperationer:

7 3 —1 1 | 2 —2-rad3 ti.H radl, 1 1 1 1 | 0 )
12 5 -2 1 | 4 —4~rad?<>:}c>111 rad2 0 1 9 1 | 0 —3-rad%:glll rad3
3 1 -1 0 | 31 —-10 | 1
1 1 1 1 | 0 1 11 1 ‘ 0 1-rad3 till radl och rad2
0 1 9 1 ‘ 0 2. rad2<§>ll rad3 01 2 1 ‘ 0 sedang-radii
0 -2 —4 —3 | 1 000 -1 |1
1110 10 -101] 0
0120 -1 rad2 till radl 0 1 9 0 | 1
0001 00 0 1| —1
z (utan ledande 1:a Valjs fritt (= t), sa fas x, y, u ur ekvationerna:
r=t
y=1-2¢t . . .. -
Svar: oy , t godtyckligt. (Andra, ekvivalenta, former dr mojliga.)
u=—1

2. Planet med ekvationen 4x —8y+2+2 = 0 har normalvektorn n = (4, —8,1)
och linjen (x,y,2) = (2 +t,3 + t, —4 + 4t) har riktningsvektorn v = (1, 1,4).
Eftersomn-v=4-1—-8-1+1-4 = 0 ar v vinkelrdt mot n och linjen ar
parallell med planet (eller ligger i det).

Avstandet fran punkten (xg, yo, z0) till planet Az + By + Cz + D = 0 ges av

‘Axi’/;fi(;izg: Dl 54 avstandet fran punkten (2,3, —4), som ligger pa linjen, till

|4-2—8-3+(—4)+2]
424(-8)2+12
Svar: De skar inte varandra, avstandet ar 2 l.e.

planet ar = 2, sa linjen ligger inte i planet och

3. Den sokta okningstakten ges av riktningsderivatan f. = e-V f i punkten. e
ar en enhetsvektor som pekar i den aktuella riktningen.

(2,1,-2) 21,-2) 1 B
I vart fall blir e = ET2] = TR = 3(2,1,-2) och med

f(x,y, z) = arctan(x — 2y) — e¥* + 22 fas

Vf(xvya Z) = (%7 g_gv %) = (1+(z 2y)2 + QI, ﬁ - eyZZ’ _eyzy)’ sa rik-
tningsderivatan blir f, = eV f(1,1,0) = 3(2,1,-2)-(3 +2,-1—0,-1) =
s(6-142)=2

Svar: Funktionen okar med 2 enheter per l.e.




4. Inversmatrisen till den kvadratiska matrisen A fas som losningen X till
ekvationen AX = E (om den finns):

2 1 4 1 | 1 0 0 O —2-rad4 till radl och rad2 1 3 2 2 ’ 0 0 0 1
—3-rad4 till rad3
2 3 4 2 | 01 00 bytsedan%ﬂochrad4 0 -3 0 -2 ’ 010 -2
34730010 0O 51 -3 001 -3
1322 1] 0001 0O 50 -3 | 100 =2
. 1 3 2 2 |0 0 0 1 .
byt se%iiid%félé?ﬁ?iadg 01 1 1 |0 -21 1 %15:&‘3@{{ rad?
0 -30 -2]0 1 0 —2
0O -50 -3 |1 0 0 -2
1 3 2 2 ] 0 0 01 —9.rad3 till rad4 1 3 2 2 | 0 0 0
01 1 1 ’ 0 -2 1 1 byt sedan radS och rad4 0 1 1 1 | 0 -2 1
0031 |0 -5 31 00 -101]1 0 -1
005 2|1 -105 3 00 3 1] 0 -5 3
. 13221] 0 0 0 .
Sradsiled lo 11 1 | 0 o1 1| iR e
< 0010 | 0 1 -1 <
000 1 | 3 -5 0 4
1320 1] -6 10 0 -7 rad3 till radl 1300 ] —4 10 -2 -5
01 10 | -3 3 1 -3 —1-rad3 till rad2 01 00 | -2 3 0 —2
0010 ]| -1 0 1 -1 < 0010 ]| -1 0 1 -1
0001 3 -50 4 0001 3 -5 0 4
1000 ]| 2 1 -2 1
—3rad3 gill radl 0o100] -2 3 0 -2 <A
0010 ] -1 0 1 —1]
0001 ] 3 =5 0 4
2 1 -2 1
. : -2 3 0 -2
Svar: Inversmatrisen A = 1 0 1 1
3 =5 0 4

5. Punkten ligger pa ytan, ty (1,2, 1) uppfyller ytans ekvation.

Lat f(z,y,2) = 2?y+xy?z+2223 — 22, Ytan dr nivayta till f, sa en normalvek-
tor till tangentplanet = en normalvektor till ytan i punkten = V f i punkten
(om den inte ar 0). Vi far Vf = (2zy +y*2z + 2223, 2 + 2zyz, vy? + 31222 — 22)
och Vf(1,2,1) = (4+4+2,144,4+3-2) = 5(2,1,1), sa vi kan ta normalvek-
torn n = (2,1, 1) och en ekvation for planet blir n-(z — 1,y —2,z—1) =0, dvs
Svar: En ekvation for tangentplanet ar 2x +y + 2z — 5 = 0.

6. Vi skriver den givna ekvationen 13z% + 62y + 5y? = 28 som x! Kx = 28,
diar K = (¥ 32) och x = (y).

For att identifiera kurvan byter vi till ett koordinatsystem dar K ar diagonal,
dvs vi soker en ON transformationsmatris C' som diagonaliserar K. Kolon-
nerna i C' ges av ortonormerade egenvektorer till K, vi bestammer forst dem.
Egenvardena fas som rotter till den karakteristiska ekvationen:

Ozdet(K—)\E):‘lgg_/\ SOl = st s,

14
Sé/\172:9:|:\/92—5 :{4

forts.

—_ = =



Motsvarande egenvektorer ges av 16sningarna till (K — AE)v = 0:
For \; = 14:

13—14 3 | 0\ (-1 3 |0 5@}2_13‘085

3 5-14]0)"\3 -9 0 0 0] 0)
motsvarande egenvektor v; = k (?), normerad f; = \/LTO (
For )\2242

13-4 3 |0 3]0 ;ﬁgﬁ%()o‘o “
3 5-4 0 31] 31 0)

motsvarande egenvektor vo = k 31 normerad fy = \/LTO ( 3 )
3 —1

Transformationsmatrisen till den nya basen {f,fs} blir C' = \/LTO 1 3

Med koordinaterna (£,7) i den nya basen blir kurvans ekvation: 14£2 + 4n* =
28, sa

Svar: Kurvans ekvation blir (\%)24—(%)2 =1, en ellips (med halvaxlar

V7 och v/2). Huvudaxelriktningarna #r (—1,3) (storaxeln) och (3,1)
(lillaxeln).

7. Vi har (eftersom f ar differentierbar kan kedjeregeln anvindas)
(3f 3f> __df _ _df d(zwy) (3f 3f)d(%y)

du’ dv/ T d(uw)  d(z,y) d(u,w)  \8z’ dy/ d(u,w)”

— gt 2 3 _
\od {u =y jgu,v; _ (4x Qy)'
v=2xy Y y z

o o d(z,y) d(u,v)fl o 1 z 2y
Da (z,y) # (0,0) far man d(uw) — d(wy) | datr2y? <_y 43,;3)'

Insattning ovan ger
af 1

. of of
Svar: 3 = T (5% yay)

(Man kan riikna ”komponentvis” ocksa: 9L = 9L9z | 91 9y 2

By 0w men for att fa fram 37

Ou ~ Oz Ou
och g—g behovs dnda inversa funktionssatsen.)

8. Eftersom f ar differentierbar 6verallt och det tillatna omradet saknar
rand finns alla lokala extrempunkter bland de stationara punkterna, dvs dar
Vf=0.

flz,y) = 22 — 2oy — 2y* + 42 ger Vf = (2z — 2y, —2z — 4y + 3y?), sa de
stationdra punkterna ar l6sningarna till

2 - 2 - =
v=2y=0 ) sty , sa stationdra punkter &r (0,0)
—2x —4y+3y* =0 3y(ly—2)=0
och (2,2).
Med A=2L=2 B=2L=-2 C=2L=—4+6y

ger "andraderivatatestet” for tvavarlabelfunktloner:

Punkt A B C AC-B?> AZ=0 typ
0,00 2 -2 —4 —12 sadel, ty AC — B> <0 , sa
(2,2) 2 -2 8 12 >0 min, ty AC—B*>0,A>0
Svar: f:s enda lokala extrempunkt ar den lokala minimipunkten
(2,2).



9. Eftersom f(z,y,2) = 22? + y? + yz + 2* ar kontinuerlig och den tillatna
méngden 22 +y2+2% < 1 ar kompakt och sammanhingande, antar f ett storsta
och ett minsta véarde och alla virden daremellan. Det géller alltsa att finna de
storsta och minsta virdena som f antar. De ar globala extrempunkter, sa de
finns bland de lokala extrempunkterna. Eftersom f ar differentierbar 6verallt
maste en lokal extrempunkt vara antingen en inre stationar punkt eller en sta-
tionar randpunkt.

Inre stationira punkter: Losningar till Vf = (4z,2y+ 2, y+22) = (0,0,0),
sa enda stationéra inre punkten: z =y = z = 0 med f(0,0,0) = 0.
Stationara randpunkter: Randen ges av g(x,y, 2) = 22 + y* + 22 = 0 och
enligt Lagranges multiplikatormetod (utan multiplikator) géller i de stationdra
punkterna pa randen att Vf och Vg ar linjart beroende, dvs parallella, dvs
att Vf x Vg =0.

Man finner Vf x Vg = (4z,2y + 2,y + 22) x (2z,2y,22) = 2(2yz + 2° — y? —
2z, wy + 2wz — 4wz, doy — 2y — xz2) = 2(2% — %, w(y — 22), 2(2y — 2)), sa de
stationara punkterna ges av

y? =22 y=*+z2
Y=tz
x(y—22)=0 R . y—22=0
, sa antingen ¢ x = 0 eller
2y —2)=0 2y —2=0

Ay =1 vy a=l 4yt 422 =1
I forsta fallet:

(2,9,2) = (0, 1, £ 1) med f(0, 4, £ 1) = 3, £(0,+
i andra fallet:

(x,y,2) = (£1,0,0) med f(£1,0,0) = 2.

Sa f:s storsta viarde ar 2 och dess minsta varde ar 0, dvs
Svar: f antar alla viarden i intervallet [0, 2].
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10. Lat matrisen A ha a, b, ¢ som radvektorer (enligt ledningen).
Det betraktade omradet avbildas da av den linjara avbildningen p = Ar, dvs
¢=a-r,p=b-r, ( =c-r, paomradet

€+n°<2 och -1<(¢<1,

dvs en rit cirkuldr cylinder med radie v/2 och héjd 2. Dess volym &r 7r\/§2 2=
47, sa om den sokta volymen &r V giller V|det A| = 4n. Men det A =
a-(bxc),sa

Svar: Den s6kta volymen Ar —i~

|a:(bxc)|

V.e.



