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1. Valj en punkt i planet 3z + 3y — z = 4, exempelvis a = (0,0, —4).

Planet har normalvektorn n = (3,3, —1), som i normerad version blir

N |

Projektionen av a pa n, a; = (a-n)n = ((0,0,—4)- \/%1(13, 3,—1))n= \;%ﬁ.
Det sokta avstandet ar projektionens langd , |az| = Wi
2. Gausselimination ger:
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Man ser att tredje raden i sista systemet &r en nollrad da a = 19/7, vilket

svarar mot att systemdeterminanten da ar = 0.
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Eftersom hogerledet &r skilt fran 0 i tredje ekvationen saknar systemet 10sning for a = =

3.  Den sokta riktningsderivatan (1,2, —2) bestdms med formeln
uy(P) = grad u(P) - v, dar P = (1,2,—2) och v = v/|v| = (2, 3,6)/7.
x

)=

grad u(z,y, z) = grad (

x2+y2+22
(1 (22 4y + %) — 222 —2xy —2x2 )
(332+y2+252)2 ) (x2+y2+22)27 (x2+y2+22)2 ’
grad 'Lb(l, 27 _2) = (77 9_27 ?) = (77 _474>/81
1 1 1 26
Alltsa, vl (1,2, —-2) = —(7,—4,4)- =(2,3,6) = —— (14 — 12+ 24) = —.
Sa" U’v( e ) 81( ? Y ) 7( = ) 8]. 7( + ) @

V.g. vand!



4.

(1 2 r (1 -1 oo, (1 =1\ (1 2\ (2
A_(—l 3) ger A —(2 3) och B=A A—(2 3)<_1 3)—<_1

B : s egenvarden bestams av karakteristiska ekvationen:

2—X -1
-1 13-\

o

Man far : (2—A)(13—=X) — 1= A* — 15\ + 25 = 0, varav

A=15/2+ /(15/2)2 — 25 = 15/2 + /125/4 = 15/2 + 5\/5/2.
15 +5v/5

Storsta egenvardet M., = 5 ger matrisnormen ||Al| = Ve =

15+ 5v/5 . . 5++5
—s som kan visas vara lika med 7

5. Berakning av determinanten langs andra raden ger:

;’(2)2_07 2 6 -7 3 2 —7

=(=2)|0 =1 5|+(=3)|3 0 5|=
3.0 —15 2 0 1 2 2 1
2.2 0 1

(—2)(2(=1 = 0) = 6(0 — 10) + (=7)(0+2)) + (=3)(3(0 — 10) — 2(3 — 10) +
(=7)(6 — 0)) = (—2)44 + (—3)(—58) = —88 + 174 = 86.

6. Kurvan 7 = (z(t),y(t), z(t)) har tangentvektorer av typen 7' = (2'(t), y'(t), 2’ (t)).

Den givna kurvan 7 = (—tcoswt,tsinnt, t) har alltsa tangentvektorerna
7 = (—cosmt + (—t)r(—sinnt), sinwt+t(m)cosnt, 1)
Tangentvektorn i punkten (1,0,1) ( som svarar mot ¢t = 1 ) &r alltsa
T=71)=(-(-1)+0, 0+n(-1), 1)=(1,—m,1).

Normalvektorer till ytan F(z,y,2) = 22 + y*> — 2% = 0 fas som

grad F' = (F,, F,, F,) = (2%, 2y, —22).

Normalvektorn till ytan i punkten (1,0,1) (som ligger pa ytan) blir alltsa
i = grad F(1,0,1) = (2,0, —2).

T och 7 ér vinkelrita eftersom T-n = (2,0, —2)- (1, —m,1) =2+0—-2 = 0.

Forklaringen &ar att kurvan ligger inbaddad i ytan. (forts.)
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(6. forts.) Insattning av kurvans z—,y— och z—komponenter i ytans
ekvation 22 = 22 4 y? ger

t2 = (—t)?cos® it + t?sin® 7t = t%(cos® 7t + sin® 7t) = t2, dvs ekvationen Ar
identiskt uppfylld, vilket visar att varje punkt pa kurvan ligger i ytan.
Eftersom ytan &r differentierbar (utanfor origo) finns ett tangentplan till ytan
i punkten (1,0,1). Kurvans tangent T ligger da i detta tangentplan och ir
alltsa vinkelrdat mot normalvektorn n som ar vinkelrdt mot tangentplanet.

7a. Det underbestamda linjara systemet

F(z,y,2) =2rx —4y+3z =1 _ . 20 +3z=1+4y
kan skrivas om pa formen

G(r,y,z) =3x—by+4z =2 3r+4z=2+5y

dar y betraktas som en parameter i hogerledet.

Man ser att x och z kan l6sas ut som funktioner av y om systemdetermi-

nanten i hogra systemet &r skild fran 0.

3

Determinanten ar 3 4

‘ —8-9=—1+£0.

Alltsa kan x och z 16sas som funktioner av y ur systemet.

Att punkten (z,y,2) = (1,1,1) &r en lésning (av oéndligt manga) till sys-
temet framgar av direkt insattning:

x =y =z=1geriforsta ekvationen:2 — 4 4+ 3 = 1 och i andra ekvationen
3—-5+4=1.

Notera att den betraktade systemdeterminanten kan skrivas som deter-
minanten for en delmatris till systemets Jacobimatris:

d(F,G
iy =170

Tb. Satt P(x,y,z) = 2z — 4y + 322 och Q(x,y, 2) = 3z — by + 4=2.

Det givna olinjara systemet kan da skrivas

P(z,y,z) =1

Qz,y,2) = 2. Man ser att (x,y,z) = (1,1,1) &r en 16sning &ven till

detta system.

Enligt ITmplicita funktionssatsen (P och @ &r differentierbara) har detta

system en 16sning av typen = = z(y), z = z(y) i en omgivning av punkten
Ci;(i” z)) ‘ i punkten (1,1, 1) &r skild ifran 0.
Man far P, =2, P,=6z=61(1,1,1).
Q. =3, Q,=4, vilket ger

(1,1,1) om determinanten |

V.g. vand!



(7b. forts.)

2 6
3 4

e (1.1.1)] = '

‘:8—18:—10;&0.

Dérfor kan man 16sa ut z(y) och z(y) ur systemet i en omgivning av punkten
(1,1,1).

Ay

8.  Funktionen f(z,y) = 2>—2 ¥ skall (4,4)
undersokas pa den slutna triangeln
definierad av 0 <y < x < 4.

Eftersom omradet &r slutet och
begransat och funktionen f ar kon-
tinuerlig , vet man att det finns ett
storsta och ett minsta varde for f pa

11
I

omradet. Vi borjar med att underscka i @0 r
om det finns nagra stationdra punkter 7
i det inre av triangeln.

Inre punkter.

of _ zy—y? —
(1) o 2v —2y e =0

0 2
(2) (9_]7; =2z —-2y) e =0

(2) ger z = 2y, vilket insatt i (1) ger 2y(2 — e¥") = 0, vilket i sin tur
har l6sningarna y = 0 (ger ingen inre punkt) samt y = ++/1n 2, vilket ger
(z.) = 2VIn2, VIn2)

som enda stationdra inre punkt. (Punkten ligger inom triangeln eftersom
In2 < 1. y=—vIn2 ger en punkt utanfor triangeln).

Punkten har funktionsvirdet f(2vIn2,vIn2) = 4In2—2¢e"2 = 4(In2—1)
Notera att detta varde ligger mellan —4 och 0, eftersom 0 < In2 < 1.

Rand I:y =0, 0 <2 < 4.

Satt f(x,0) = g(x) = 22 — 2. ¢/(x) = 2z, dvs det finns ingen stationér
punkt i det inre av rand L.



(8. forts.)
Rand II: 2z =4, 0 <y <A4.

Satt f(4,y) = h(y) = 16—2 %Y b/ (y) = —2(4—2y) e ¥ =0 for y = 2.
Man far den stationdra punkten (4,2) pa rand II med f(4,2) = 16 — 2 ¢*.
Rand IIT:y =2, 0 <o < 4.

Satt j(x) = f(z,x) = 2> —2 = g(x).  Inga stationdra inre punkter
pa rand III.

Hornen.
f(0,0) =-=2, f(4,0)=14, f(4,4)=14.

Jamforelse mellan de fem intressanta punkterna ger:
Jmae = [(4,0) = f(4,4) =14, frim = f(4,2) =16 — 2 €.

Anm:16 — 2 e* < —16 , eftersom e > 2 och alltsd 2 e* > 2. 2% = 32.

9. Den ortogonala projektionen av en punkt (z,y, z) pa planet x+2y—z = 0
kan skrivas :
<*) (u,v,w) = (I,y,Z)—i—t(l,Q,—l),
eftersom i = (1,2, —1) &r en normalvektor till planet.
Notera att parametern ¢ hér beror av (x,y,z). Villkoret att (u,v,w) =
(x +t,y+ 2t,z — t) skall ligga i planet ger:
u+20—w=(r+t)+2(y+2t) —(2—t) =0, dvs. 6t +2+2y—2=0,
(**)  t=(—z—-2y+2)/6).
Inséttning av (**) i (*) ger:
(u’ v, w) = (ZE, Y, Z) + ((—l‘ —2y+ Z)/G)(l’ 2, _1) =
(x+(—x—2y+2)/6, y+2(—x—2y+2)/6, z+(—1)(—x—2y+2)/6)=
(5x/6 —y/3+4+ 2/6, —x/3+y/3+2/3, x/6+y/3+52/6).

u 52/6 — y/3 + 2/6 5/6 —1/3 1/6
Pa matrisform: | v | = | —z/3+y/3+2/3| =1-1/3 1/3 1/3
w /6 +y/3 +52/6 1/6  1/3 5/6

varav man ser att den efterfragade matrisen ar:
5/6 —1/3 1/6
-1/3 1/3 1/3
1/6 1/3 5/6

V.g. vand!



9. (forts.)
Anm: Motsvarande projektion pa planet z = 0 (xy-planet) utfores av ma-
trisen

1 00
A=10 1 0
0 0O

Man kan alltsa ocksa 16sa problemet genom att forst gora en ortogonal koor-
dinattransformation sa att det givna planet avbildas pa xy-planet. Darefter
undersoker man vilken matris i det gamla systemet som transformeras till A
i det nya systemet. (Se Ex. 7.8,5.209 i LGA).

10a. En matris A ar symmetrisk om AT = A.
Vi underscker BY B och utnyttjar att (GH)" = HTG?.
(B'B)' = BT (B =B"B  (eftersom (B')' = B)
Alltsa ar A = BT B symmetrisk.

10b. Lat A vara ett godtyckligt egenvirde till A = BTB och © en
motsvarande egenvektor. (v # 0 ).
Man har da
(*)  BT'Bo=\v

Bilda nu |Bo|?* som ju &r > 0:
|Bo|? = (Bo)"(Bv) = (0" BY)(Bo) = 9" BT Bv = (enl. (%)) =0"\v = Mo’ 0 = \|o]%.

Alltsa,  |Bo|? = o[>
Eftersom |Bv|*> > 0 och |[o]> > 0 maste A > 0. VSV.



