Losningsforslag, Matematik 2, E, I, ME och Media, 2002-12-17.

1. Vistéller upp det linjara ekvationssystemet i ett rakneschema och gausseliminerar.

1 -1 1 2 S@ 1 -1 1 2

3 1 6 ~10 3 -2 o | ~
2 1 9 0 4 -1 | 5

1 -1 1 2 1 0 3 2

o 1 -2 0 ~10 1 -2 0 ~
0 4 -1 5 o o0 I 5 )
1 o0 1 2 1 0 0 1

o 1 -3 0 ~ 10 1 0 2

o 0 1 3 é o 0 1

Frén slutschemat kan vi avlisa att systemet har en 16sning x =1, y =2 och z=3.

2. Eftersom funktionen f &r ett polynom &r den differentierbar och da kan riktningsderiva-
tan berdknas med formeln f/(1,1,-1) = Vf(1,1,-1) - ©. Gradienten Vf = (f{, f;, f!) ges i
punkten (1,1,-1) av

VF(1,1,-1) = 2z, -2y,2x)| .4 =(-2,-2,2).
o
Derivatan ska berédknas i riktningen frdn punkten (1,1,-1) mot punkten (3,-2,5) vilket
betyder att enhetsvektorn @ pekar i samma riktning som vektorn
0= (3/ _2/ 5) - (1/ ]-/ _1) = (3 - ]-/ -2- 1/5 - (_1)) = (2/ _3/ 6)
Enhetsvektorn ¢ far vi genom att normera vektorn v,
v _ (2,-36) _ (2,-3,6) _(2,-3,6)  (2,-3,6) _

ol " 12,-3,6)l  J2i(3p+62 VA 7
Den sokta riktningsderivatan &r

AL, -1) = VA1, 1,-1) -5 = (-2,-2,2) - (3,23, 8 =4+ 8+ 2 =2,

0= ( /_;/g)'

UL

3. a) Skdrningspunkten P = (xo, yo,zo) ligger pa linjen. Det finns alltsa ett parametervérde ¢ =
to sa att linjens parametrisering ger punkten P,

(%0, v0,20) = (1,-2,1) + £, (-1,3,0).
Skdrningspunkten ska ockséa ligga pé planet, d.v.s. uppfylla planets ekvation
X0 + Yo + 329 = 6.
Skdrningspunktens parameteruttryck insatt i planets ekvation ger
I—-t)+(-2+3t)+3:1=6 & 2+2=6 & tH=2
och det betyder att skdrningspunkten dr P = (-1,4,1).
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b) For att bestaimma den sokta linjen behover vi en punkt pa linjen och en vektor som dr
parallell med linjen. Som punkt pa linjen vdljer vi skarningspunkten P = (-1,4,1). Var
linje ska vara vinkelrdt mot planet x + y + 3z = 6 och dr dérfor parallell med planets
normalvektor n = (1,1,3) vars komponenter vi direkt kan avldsa frén koefficienterna
framfér x, y och z iplanets ekvation.

Den sokta linjen har dédrfér parameterformen (-1,4,1) +s(1,1,3).
4. Se 6vning 8.1d i Analytiska metoder II.

5. Ekvationen kan skrivas som

o3 3)(5)-2

Nar vi transformerar ekvationen till huvudaxelform gor vi ett byte av koordinatsystem till ett
system dér egenvektorerna till matrisen

9 3
=(53)
viljs som nya koordinataxelriktningar. Ekvationen 6vergar da till

( Xy )( /})1 /{)2 )( ;: ):2- & ME)P+MLy)=

ddr Ay och A, &r egenvérdena till matrisen A, och x’,y" betecknar koordinater i det nya
koordinatsystemet.
Egenviardena ges av den karakteristiska ekvationen

9-A 3

det(A—)\E):‘ 3 9_1

‘=A2—18)\+72:0

som har rotterna A; = 6 och A, = 12. Ekvationens huvudaxelform ar darfor

2

6(x')* +12(y')* =2 & (1/36\//5) + (

Detta motsvarar en ellips med halvaxlar 1/ V3 och 1/+6.

2

1/y\/6) )

Ellipsens huvudaxlar har samma riktningar som de nya koordinataxlarna, d.v.s. samma rikt-
ningar som egenvektorerna till matrisen A . Egenvektorerna far vi genom att 16sa egenvek-
torekvationen for varje egenvérde.

A = 6: Egenvektorerna uppfyller Au = 6u, d.v.s. (A —6E)u = 0. Detta system loser vi med
gausseliminering

e R R |

Losningarna avldser vi till u = (t,—t) =t(1,-1) (t parameter).
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A =12: Egenvektorerna uppfyller Au = 12u,d.v.s. (A—12E)u = 0. Detta system l6ser vi med
gausseliminering

21090 - (1))
3 -3 0 0 0 0 )
Losningarna avldser vi till u = (t,t) = £(1,1) (t parameter).

Huvudaxlarnas riktningar dr alltsa (1,—1) och (1,1).

Om vi sammanfattar s motsvarar ekvationen en ellips med halvaxlar 1/ V3 och 1/v6, och
dér huvudaxlarna har riktningar (1,-1) och (1,1).

y/\
\\\\ /;l‘ y
,{ ,
X
6. a) Nar ¢ = m/2 blir matrisen
cosf —sing 0 0 -1 0
R(n/2) =] sin7 cos3 O |=[1 0 O
0 0 1 0 0 1
Inversmatrisen berdknar vi med ett rakneschema
0 -1 0 1 0 0 j
1 0 0 0 1 0 ~
0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0
0 -1 0 1 0 o | -~
0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0
0 1 0 -1 0 0
0 0 1 0 0 1

Fran rakneschemats hogra halva kan vi avlédsa inversen,

Rm/2)t=l -1 0 o0
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b) Bildvektorn R(g)u blir

cosp —sing 0 1 cos@ —2sing
R(p)u=| sing cosp 0 2 |=| sing+2cose
0 0 1 2 2

och dess langd ar

|R(p)u| = \/(COS(p —2sin@)? + (sin@ + 2 cos )? + 22

= \/COS2(p —4.cos @sin @ + 4sin’ + sin’p + 4sin @ cos ¢ + 4 cos?p + 4

= \/COSZ(p +sin’¢p + 4(cos?¢p + sin’p) + 4

=Vi+4+4=V9=3.
¢) Med determinantregeln f6r produkter kan vi dela upp den sokta determinanten
det [R(p) RQ2¢)| = det R(¢) - det R(2¢).
Determinanten detR(¢) berdknas genom att utveckla lings den tredje raden

cosqp —sing 0 .
) cosp —sing
detR(p)=| sinp cosp 0 |=1-

0 0 1

. = cos’p +sin’p = 1.
sing  cosg

Detta ger samtidigt att det R(2¢) = 1 eftersom vi kan ersédtta ¢ med 2¢ iutrdkningarna
ovan. Alltsa &r
det [R(p) RQ2¢)| = detR(p) - detRQ2p) =1-1=1.

7. Avstandet fran origo till en punkt (x,y,z) pd ytan ges av avstandsformeln mellan punkter,

d=1(x,y,2) - (0,0,0)] = \/m

For att slippa rdkna med rottecknet kan vi istéllet soka det minsta vdrdet av avstdndet i
kvadrat, d* = x? + y* + z? , som antar sitt minimum i samma punkt.

2

Om vi sétter f(x,y,z) = x* + y* + z* och g(x,y,z) = xy + z*> + 4 s kan problemet formuleras

som:
Minimera f(x,y,z) = x> + y* + z* ndr ¢(x,y,z) =xy+z>+4=0.

Enligt Lagranges multiplikatormetod kommer det minsta virdet att antas i en av foljande
punkter

1. Punkter som uppfyller Lagrangevillkoret, d.v.s. att Vf &r parallell med Vg .
2. Eventuella singuldra punkter pa ytan, d.v.s. punkter dar Vg = (0,0,0).
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Vi undersoker dessa tva fall.

1. Gradienterna Vf och Vg é&r parallella om det finns en skaldr A sadan att Vf = AVg,
d.vs.
(2x,2y,2z) = A(y, x, 22).

I komponentform och tillsammans med ytans ekvation ger detta ekvationssystemet

2x = Ay (1)
2y = Ax (2)
2z =2Az 3)
xy+z>+4=0 (4)

Ekvation (1) och (2) bildar tillsammans ett linjart ekvationssystem i x och y (om A
betraktas som en parameter)

2x-Ay=0
-Ax+2y=0

Detta homogena ekvationssystem har alltid l6sningen x = y = 0 men d4 ger (4) att z> +
4 = 0 som saknar l6sning. Det &r bara néar koefficientmatrisens determinant &r noll som
det finns icke-triviala 16sningar.

'2—)\

A a2 _ _ _
“1 5 ‘—4 AT=0 S A==2 eller A=2.

Detta ger oss tva delfall.

A =-2: Déaférvifrdn (1) och (2) att x = —y och (3) ger att z = 0. Ekvation (4) ger
att —x>+4=0,d.v.s. x = +2. Alltsa far vi punkterna (-2,2,0) och (2,-2,0).

A =2: Ekvationer (1) och (2) ger att x = y och fran (3) far vi att z = 0. Detta ger
att (4) blir x* +4 = 0 som saknar losning.

Lagrangevillkoret ger alltsa punkterna (-2,2,0) och (2,-2,0).

2. Om visdtter Vg = (0,0,0) safarviatt (y,x,2z) = (0,0,0) som direktgeratt x =y=2z=0,
men punkten (0,0,0) ligger inte pa ytan.

Eftersom
£(=2,2,00=(=2)*+2>+0°=8 och  f(2,-2,00=2*+(-2>+0>=38

4r det minsta avstandet fran origo till ytan xy + 22 +4 = 0 likamed V8 =2V2.
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8.

a) Enligt satsen om inversa funktioner har variabelbytet en lokal (differentierbar) invers u =
u(x,y), v =o(x,y) ien omgivning av (u,v) = (1, vg) om

det(au,y)) AR
d(u, ) Yu Yo
i punkten (u,v) = (1o, vp) . Derivatorna i determinanten ar
X, = g—z = %(u ) =1-""+ue " =1+u)e"”
/ ax U—0y\ _ u—u
xv—%—%(ue )=-ue
4 &y a u+o u+v
yu_£_£(ve )—ve
4 ay U+ Uu+o u+o Uu+o
yv=%—av(ve )=1-e"""+0ve" =(1+0v)e

och i punkten (u,v) = (19, vo) blir dérfor determinanten lika med

(1 + ug)eto™ —1up et

2 2
doeits (1 | 0@ o
0 0

Uttrycket i hogerledet &r storre dn 1 eftersom ug,vp > 0 och exponentialfunktionen &r
storre dn 1 for positiva argument.

b) Viska bestimma de sokta derivatorna pa tva sitt.
Merop 1 (Implicit derivering)

Funktionerna u = u(x, y) och v = v(x, y) definieras av att de uppfyller sambanden

x = u(x, y) ety —oxy)
y=0(x,v) oY)

(%)

For att bestdimma 1/ och v] ska vi forst implicit derivera dessa samband med avseende
pad x och sedan med avseende pd y.

Deriverar vi (*) med avseende pa x fas

1=u,-e" " +u- -, —v,)
0=0v,-e"*"+0v-e""(u, +v))
vilket &r ett linjart ekvationssystemi u; och vy,

{ (1+we""ul, - ue' v, =1

v ul + (1 +0)e"*? v, =0

Cramers regel ger

’ —yetv

U+0
V= 0 (A +0)e B (1 + v)e*? 3 1+0 —(u—0)
e T (A+u+v+2uv)e  1+u+ov+2uv '

‘ 1 +u)e® —ue'?

e+ (1 + v)euﬂ)
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Deriverar vi sedan (x) med avseende pa y fas

y

Uu+v
+

1=0

0=uy - +u-e"(u,—v)
ye

L UAD ’
v-e (uy+vy)

och efter att ha samlat ihop u, och v},

Y

(1 +u)ye"™ u’y - ue*?v, =0
ve" ™ uy + (L +0)e" oy =1

Med Cramers regel far vi

‘ (1 + u)e*? 0 |

Uu+0
s O (Hwe

1+u

1 +wue""™ —ue'?

ettt (1 + Z))€”+v

Metop 2 (Inversens jacobimatris)

S (I+u+v+2uv)e  1+u+ov+2uv

e—(u +0) )

Eftersom u = u(x,y), v = v(x,y) dr en lokal inversfunktion till x = x(u,v) = ue*™,
y = y(u,v) = ve"*? har u,v-funktionen en jacobimatris som &r inversmatrisen av jacobi-

matrisen for x,y -funktionen,

vl

/ /
x Y Yu Yo

= {invers av en 2x2-matris }

1 (1 + v)et*?
T (1 +u)(1 + v)e + uvet —vett?
Fran detta samband kan vi direkt avldsa att
, (1 + v)et* B 1+v

et (1 + Z))eu+v

-1 - -
(u; u{j)_(x; x;) _((1+u)e“” —ue'™°

e = (1+u)(1 +0)e® +uve®  1+u+v+2uv

, 1+ u)e"™ B 1+u

%= (1+u)(1+0)e® +uve*  1+u+v+2uv

;

ueu—v

1+ u)e"®

e—(u—v),

—(u+v)

)

9. a) Om vektorn v &r en egenvektor till matrisen A ska v uppfylla likheten Av = Av for

nagot egenvirde A . I detta fall dr

1 -1 7 231 1-24742

-1 3 5 22| | -1+6+5+2 |
Av=l o 5 9 o |l 1 [T 7410-9-2
2 2 2 21 244-242

Detta visar att v ar en egenvektor med egenvirdet 6.

12

—_ = N e

= 60.
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b) Egenvektorerna som hor till egenvérdet 2 uppfyller
Av =2v & (A-2Eyw =0.

Vi 16ser detta linjdra ekvationssystem genom att stélla upp systemet i ett rakneschema
och gausseliminera.

-3 -1 7 2 0

-1 1 5 2 0 j
7 -11 -2 0 i
2 -2 0

-1 1 5 0 S@ S

-3 -1 7 2 0
7 -11 -2 0 B
2 -2 0 0
1 -1 -5 =2 0
0 -4 -8 —4 0
0 12 24 12 | 0 |® -
0 4 8 4 0
1 -1 -5 =2 0
0o 1 1 0 S} (%)
0 1 1 0 N
0 1 1 0
1 0o -3 -1 0
0 1 2 1 0
0 0 0 0 0
0o 0 0 0 0

Fran detta slutschema kan vi avldsa att egenvektorerna ar
3s +t 3 1
= _255_ . s _i +t _(1) (s, t parametrar)
t 0 1

Tva linjart oberoende egenvektorer &r alltsa
v1=(3,-2,1,0) och wv,=(1,-1,0,1).

For att fa tva ortogonala (vinkelrdta) egenvektorer i egenrummet ersitter vi vektorn v;
med komposanten (v1),, som ér vinkelrdt mot v, .

01

1)y, 7/
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0102

(Ul)zf2 =01 = (V1)y, =01 — (02 2 (%)
(3/ _2/ 1/ 0) ) (1/ _11 0/ 1)
=(3,-2,1,0) - 1,-1,0,1
( ) | (1r _1/ O/ 1)|2 ( )
3.1+ (=2) (-1)+1-0+0-1
=(3,-2,1,0) - (=2)-(=1) (1,-1,0,1)

12+ (-1 +02+12

=(3,-2,1,00-2(1,-1,0,1) = (4,-1,1,-3).

Slutligen far vi tva ortonormala egenvektorer genom att normera (v1),, och v .
3(v1)y; 4,-1,3,-5 4,-1,3,-5 1
( 1)f _ ) _ ( ) _ (4,-1,3,-5)
3@y | 14 -1,3,-5) 21+ (12 +32+(-5?2 51
v _ (1,-1,0,1) (1,-1,0,1) 1

¢ o= - == 1r_110/1
o] TL-L0D)] - yEr (s V3 )

10. Kurvan g(x,y) = 0 uppfyller Vg(x,y) # (0,0) vilket betyder att i varje punkt pd kurvan ar
dtminstone en av partialderivatorna gi(x, y) och gj(x,y) skild frdn noll.

Lat oss anta att g/ (x,y) # 0 i en punkt pd kurvan. Implicita funktionssatsen ger da att i
en omgivning av punkten kan kurvan skrivas som y = y(x) dédr y(x) dr en kontinuerligt
deriverbar funktion.

Eftersom f(x,y) &r konstant pd kurvan ar f(x, y(x)) = C for alla punkter (x,y) = (x, y(x)) i
omgivningen. Deriverar vi detta samband med kedjeregeln fas

%f(x, y(x) = fi(x,y) + flxy) y'(x) = 0. (+)

Derivatan y’(x) kan vi berdkna genom att derivera sambandet g(x, y(x)) =0,

d ’ ’ ’ / g;(x, 3/)
73 S Y() = g(x y) + g, (x y) y'(x) =0 N ym=—%mw.
Detta insatti (+) ger att
’ ’ g; (x’ y) ’ / / /
ﬁmw—@mw5@@=o & Ly gy =fixny) & y)

I'punkter dér gj(x, y) =0 &ristéllet gi(x,y) # 0 och vikan anvdnda ovanstidende resonemang
men med x och y i ombytta roller.



