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1.

Tangentplanet till ytan f(x,y,z) = ¢ +zy> —x+y = 0 i punk-
ten (2,1,0) har ytans gradient som normal

n
VF(2,1,00 = (fi, fy, ) | ., = (-L2zy+ 1L, + )| _ =(-1,1,2). /
g E P
z=0 z=

Eftersom vi har tangentplanets normal n = Vf(2,1,0) och en
punkt P = (2,1,0) i planet (tangeringspunkten) s& kan vi stélla
upp planets ekvation #n - ((x,y,z) - P) =0,

(-1,1,2)-((x,y,2) = (2,1,0)) =0 =3 -x+y+2z=-1

Vi skriver ekvationen i matrisform

Cols 30

Huvudaxelformen av ekvationen dr Ajx’2 + )\2]/’2 =8 dar Ay och A, dr egenvarden till
matrisen A = (2 _g) . Egenvardena ges av den karakteristiska ekvationen

3-A 4

det(A—/\E):’ . s

‘:/\2—25:0 &  A=45
Huvudaxelformen &r alltsd 5x'2 — 55’2 = 8.

Sambandet mellan funktionen f uttryckt som funktion av variablerna x och y respektive u
och v kan antingen skrivas som

foy) = fulx,y),o(x,y))  ellersom  f(x(u,0), y(u,0)) = f(u,0).

I véansterledet dr f en funktion av variablerna x, y och i hogerledet en funktion av u, v.
Med hjélp av kedjeregeln kan vi derivera bada led i ndgot av sambanden och fa ett samband
mellan partialderivatorna f;, f; och fi, f;.

I vart fall 4r variabelbytet x = u +2v, y = 2u — v givetiformen x = x(u,v), y = y(u,v) och
da dr formen f(u,v) = f(x(u,v), y(u,v)) naturligare att arbeta med. Derivering ger

of _dfox ofdy _of  ,of
du  dxdu dydu Ix "y’
of _ofox afay_,of of

dv dxdv Jdydv ~dx dy
of _9df

0
Fran dessa samband ser vi direkt att —f +2 ===
ox dy du

Vi kallar vektorerna u; = (1,0,1), up = (2,1,1), u3 = (0,1,-1) och uy = (1,1,0). Vektorer-
na u; och u, pekar inte i samma riktning (det finns ingen skaldr k sddan att u#; = kuy ) och
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spanner darfor upp ett plan. Eftersom tre vektorer &r parallella med samma plan om deras
trippelprodukt &r noll sd visar utrdkningarna

0 1 2

uz - (uy Xup) = 1 0 1 |={Sarrus}=0-1+2-0-0-1=0,
-1 1 1
1 1 2

uy - (U Xup) = 1 0 1 |(={Sarrus}=0+0+2-0-1-1=0,
0 1 1

att u3 och uy dr parallella med planet som u; och u, spanner upp, d.v.s. de fyra vektorerna
dr parallella med ett och samma plan.

Anm. Alternativt kan man ganska enkelt se att u3 = u, —2u; och uy = u, —u; , vilket visar att uz och u,
dr linjarkombinationer av u; och u,, d.v.s. u3 och uy &r parallella med planet som spanns upp av u;
och u, .

5. Metod 1

Om den sokta linjen ska ligga i det forsta planet och samti-
digt inte skdra det andra planet sa maste linjen vara parallell
med planens skédrningslinje.

Eftersom skdrningslinjen tillhér bada planen har den en
riktning v som dr vinkelrdt mot planens normaler, d.v.s.
parallell med normalernas kryssprodukt. Fran planens ek-
vationer kan vi avldsa deras normaler (koefficienterna
framfér x, y och z) m = (1,3,-5) respektive n, =
(-1,2,-3), och far att

v=n1xn=(1,3,-5) x(-1,2,-3) = (1,8,5).

Detta &r alltsa var sokta linjes riktning. Vi far en punkt pa linjen genom att vilja en punkt som
uppfyller det forsta planets ekvation x+3y—>5z = 7 men inte det andra planets ekvation —x +
2y -3z =5, tex. (x,y,2) = (1,2,0). Nu kan vi skriva upp en parametrisering av den sokta
linjen

(x,v,2)=(1,2,0)+£(1,8,5) (t parameter).

Metod 2

Vilj den sokta linjen som skdrningslinjen mellan planen

x+3y—-5z=7 (x)
-x+2y-3z=C
dar C # 5. Da far vi namligen en linje som ligger i det férstndimnda planet (uppfyller dess
ekvation) men inte i det andra planet eftersom alla dess punkter uppfyller —x+2y-3z=C #5.

Med t.ex. C =0 ger gausseliminering av (),

1 3 -5 7? 1 3 -5 | 7
-1 2 =3 | 0 0 5 -8 7 1
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Losningen avldser vi till

-4, 1
x—5+5t
_ 7 .8
y=35 +5t
z= t

sa linjens parametrisering ar (v,y,z) = (8 + 2+ 8,0 =(%, 2,00+t (%, &,1).

Anm. Det finns manga korrekta svar till denna uppgift. En linje (xo, yo,20) + t(a, B, ) &r ett korrekt
svar om Xo + 3yo —5z0 = 7, —Xo + 2yo — 320 # 5 och om rikiningsvektorn (a,f,y) é&r parallell med
vektorn (1,8,5).

6. Satsen om inversa funktioner séger att funktionen har en lokal differentierbar invers kring
punkten (0,0,0) om

of
det(&(x,y,z)) #0

ndr x = y = z = 0. I detta fall blir Jacobimatrisen

(9 27 & 2z a 2z
Ep (cosxy +e™) 7y (cosxy +e7) 3 (cosxy +e™)
of = i(xzy+siny+sir1z) i(x2y+siny+sinz) —(x*y + siny + sinz)
a(x,y,2) ox dy oz
d d d
ﬁ(x + Xy + xYyz) @(x + Xy + xyz) E(X + Xy + xyz)
—ysinxy —xsinxy 2¢%
= 2xy x> +cosy cosz
1+y+yz x+xz xy

och determinanten av denna matris ndr x =y =z =0 &r

of 0 0 2 1 0 0
det(&( )): 0 1 1 ]:— 0 1 1 :—1'1'2:—2750.
Yz 1 0 0 0 0 2

Den lokala inversfunktionens Jacobimatris far vi som inversmatrisen av f:s Jacobimatris i
punkten,

-1
-1

o of 0 0 2
sow = (gm) |01
1 0 0
Matrisinversen i hogerledet berdknar vi med ett rakneschema,
0 0o 2 1 0 0
0 1 1 0 1 0 ~

1 0 0 0 0 1
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1 0 0 0o 0 1
0o 1 1 0 1 0 ~
0 0 2 1 0 0 29@
1 0 0 0o 0 1
o 1 o0 |- 1 o0

0 1 10

Alltsa &r Jacobimatrisen for inversfunktionen i punkten som svarar mot (x, y,z) = (0,0,0) lika
med

. 0 0 1
f 1
S A L T
A, v, w) %
1 o 0

En diagonalisering av A med ON-matriser far vi genom att utfora foljande steg:

1. Bestdm matrisen A :s egenvirden.
2. For varje egenvdrde bestimmer vi ortonormala egenvektorer.

3. Sjdlva diagonaliseringen av A bestér av att stédlla upp basbytesformeln
A=CDC"

dédr C &r basbytesmatrisen som transformerar koordinater i ett ON-system dér de orto-
normala egenvektorerna dr nya koordinataxelriktningar till koordinater i standardbasen.
Matrisen D &r en diagonalmatris med A :s egenvdrden péd diagonalen och svarar mot
samma linjdra avbildning som A men nir koordinaterna ar uttryckta i det nya ON-
systemet.

Vi borjar med den forsta punkten.

1. Egenvérdena till matrisen A ges av den karakteristiska ekvationen

-1-4 3 -3
det(A — AE) = 3 -1-A 3 |=-A%-3A2+241-28=0.
-3 3 -1-A

Genom provning ser vi att A = 2 &r en rot till ekvationen och det betyder att det
karakteristiska polynomet kan faktoriseras till

—A3—3A% + 241 — 28 = —(A — 2)(A2 + AL + B).

Multiplicerar vi ihop hogerledet kan vi bestimma de okdnda konstanterna A och B
genom att identifiera koefficienterna i bada led

-A+2=-3
=-A+(-A+2)A>+(2A-B)A+2B = 2A-B=24
2B = -28
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vilket ger att A =5 och B = —14. Den karakteristiska ekvationen kan ddrmed skrivas
—(A=2)(A* +51 —14) =

och de tvd andra rotterna till den karakteristiska ekvationen dr 16sningar till andragradsekva-
tionen

A?+50-14=0 &  A=2 eller A=-7.
Matrisen A har alltsd egenvéardena A; = =7 och A, =2 (dubbelrot).

2. Egenvektorerna far vi genom att l1osa egenvektorekvationen Ax = Ax for respektive
egenvirde A.

A = =7: Ekvationen dr Ax = -7x d.v.s. (A +7E)x = 0, och gausseliminering ger

6 3 -3 0 SQ 6 3 -3

3 6 3 0 ~ 10 3 ¢ ?@
-3 3 6 0 o 2 2

13 - 1 0 -1

0 1 1 E@ ~ 1o 1 1

0 0 0 0 0 0

Losningarna avlaser vi till

X1 t 1
X |=| =t |=¢t| -1 ], (t parameter).
X3 t 1

A =2: Viloser systemet Ax = 2x,d.v.s. (A —2E)x = 0, med gausseliminering

3 3 -3 ? @ 1 -1 1 0
3 -3 0 0 0
-3 3 0 0 0

Losningarna ar

X1 s—t 1 -1
Xy | = S =s| 1 |+t 01, (s, t parametrar).
X3 t 0 1

Situationen &r alltsé att vi har ett egenvirde —7 med
egenvektorer som spanns upp av v = (1,-1,1) och /
ett egenvirde 2 med egenvektorer som alla spanns o
upp av v =(1,1,0) och v3 =(-1,0,1).

Eftersom matrisen A &r symmetrisk vet vi fran
spektralsatsen att egenvektorer som svarar mot oli-
ka egenvidrden dr vinkelrdta, d.v.s. att egenvek- ;
torn ©; éar vinkelrdt mot v, och w3. Diremot ’
behoverinte v, och v3,som tillhor samma egenrum, /
nodvandigtvis vara vinkelrdta. S om vi vill fa fram
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tre ortonormala egenvektorer kan vi vilja v; tillsammans med tva vinkelrédta vektorer
i planet som v, och w3 spdnner upp (som automatiskt kommer vara egenvektorer
eftersom de &r linjarkombinationer av v, och v3) och sedan normera dessa.

Vi fér tvé vinkelrata vektorer i planet som v, och v3
spanner upp genom att t.ex. ersitta vz med dess
komposant (Z)g)j2 som ér vinkelrdt mot v,

(%)

Ws)y, "/

1 _ 0302
(03)y, = V3 = (V3)y, = V3 — ol

(_1/ 0/ 1) ) (1/ 1/ O)

02

=(-1,0,1) - 1,1,0
( ) I(1,1,0)? ( )
-1-1+0-1+1-0 -1
= (- - = (- - — 0)=(-111).
(-1,0,1) e LU0 =101 - — (1,10 =(-}31)

Tre ortonormala egenvektorer &dr

U1 (1,—1,1) (1/_]-/1) 1
o — — = = _(1/_1! 1)
ol T IL-LD T 2t (—12+12 V3
L2110 1L0 L 1,1,0
lool (L L0 V12 +12 402 2
2(v3)z -1,1,2 -1,1,2
@), _ (112 (LL2) 1

225l L1 <12+ 2 V6
. Basbytesmatrisen C ska transformera koordinater givna i egenvektorbasen till koordi-

nater i standardbasen och har déarfér de ortonormala egenvektorerna som kolonner

1

o &b 8-

@
I
|
sk sl sl
s & %

Diagonalmatrisen D har egenvidrdena som diagonalelement uppskrivna i samma ord-
ning som egenvektorernai C,

-7 0 0
D= 0 2 0
0 0 2

Diagonaliseringen ér alltsa

L L _L L T
viov w700 Vi oW
1 1 1 1 1 1
A=l v || 20w v oW
1 2 1 2
5 0 ZJloo2)l 5 0 X
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8.  Enkort sammanfattning av de tre begreppen kontinuitet, differentierbarhet och partiella derivator.

o Kontinuitet. Funktionen f &r kontinuerlig i punkten (4, b)
om

fla+hb+k) = f(a,b)+ Rk

dar resttermen R(h, k) — 0 nar hk — 0.
Funktionsvérden i nérliggande punkter (a + i, b + k) kon-
vergerar mot funktionsvéardet i punkten (a,b) niar b,k — 0.
I figuren till hoger betyder det att avstandet (1) gar mot
noll ndr avstandet (2 gédr mot noll.

e Differentierbarhet. Funktionen f &r differentierbar i punk-
ten (a,b) om

f@+h,b+k) = f(a,b) + fia,b)h + f(a, bk + R(, k)

dér resttermen R(h, k) gar mot noll fortare dn de linjdra
termerna nir I,k — 0, d.v.s.

Rk, k)
Vh? + k2 , .
.. N . .. . .. (a+hb+k) ;
Inneborden &r att funktionsvédrdena approximeras vil av / —
linjariseringen i narheten av punkten (a,b) . S4 pass vél att ~ x

avstand (O i figuren till hoger gar mot noll snabbare dn
avstand @ (d.v.s. kvoten /@ — 0).

-0 nir h,k— 0.

e Partialderivator. Funktionen f har partialderivatan f/(a, b)
i punkten (a,b) om

fla+h,b) = f(a,b)+ fi(a,b)h + R(h)

dar resttermen R(h)/h — 0 ndr h — 0. Detta dr samma
villkor som differentierbarhet: linjariseringen approximerar
funktionen val. Skillnaden &r att approximationen i detta
fall bara behover vara god nér (a+h, b+k) narmar sig (a, b)
med k =0, d.v.ss. parallellt med x-axeln.

P& motsvarande sdtthar f partialderivatan f;(a,b) i punk-
ten (a,b) om

f(a,b+k) = fa,b) + f(a, bk + R(k)

dar resttermen R(k)/k — 0 ndr k — 0.
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a)

b)

c)

Falskt. Ett motexempel dr funktionen

fl,y)=1—/x2+ 12

som &r kontinuerlig i origo (x,y) = (0,0) men inte
differentierbar dar.

Funktionen &r kontinuerlig i origo. (I figuren till
hoger gar avstand (1) mot noll ndr avstand () gar
mot noll.)

Déaremot dr funktionen inte differentierbar. Funk-
tionsytan har en spets i origo och approximeras
dérfor daligt av ett plan (linjdr funktion) kring origo.
(I den andra figuren till hoger gar avstand (O inte
snabbare mot noll &n avstdnd (@) oavsett hur planet
viljs.)

Falskt. Som motexempel kan vi vélja funktionen

fx ) =1- 3y

som har partialderivator £/(0,0) =0 och fy’(O, 0)=0
i origo men é&r inte differentierbar dar.

Funktionen approximeras daligt av tangentplanet i
origo (ej differentierbar) forutom ldngs koordinat-
axlarna dér funktionen “rakar” vara konstant lika
med 1 (en konstant funktion har partialderivator).

Falskt. Betrakta funktionen

omx=0ellery=0

f(x/y)={(1)’

, annars

Denna funktion har partialderivator f/(0,0) = 0
och f/(0,0) =0 iorigo men &r inte kontinuerlig dar.
Omvilater (x,y) — (0,0) med x # y sdédr f(x,y) =0
hela tiden och konvergerar inte mot f(0,0) = 1 (ej
kontinuerlig). Daremot dr funktionen konstant lika
med 1 pa koordinataxlarna och har ddrfor partialde-
rivator i origo.

d) Sant. Om funktionen f &r differentierbar i punkten (a,b) sa géller att

fa+hb+k) = f(a,b)+ fia, bl + f(a, bk + R(h, k)
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R(h, k)
Vh? + k2

dar — 0 ndr i,k — 0. Genom att betrakta den graa boxen som ny restterm

fla+hb+k) = f(a,b)+Ro(h k)

sdharviatt Ro(h, k) = fi(a,bh+ fy(a, b)k+R(h, k) — 0 ndr h,k — 0,d.vs. f drkontinuerlig
i punkten (a,b).

9. Problemet kan formuleras som ett extremproblem:
Bestiam den punkt som maximerar f(x,y) = y nar g(x,y) = x> +2xy +4y* -6 =0.

Det &r inte sédkert att detta problem har en 16sning. Det finns mojligheten att kurvan &r
obegrédnsad sd att det gar att vilja punkter med godtyckligt stor y-koordinat. I detta fall &r
kurvan en andragradskurva och vi kan avgora vilken typ av kurva vi har genom att skriva
om den i huvudaxelform. Ekvationen x? + 2xy + 4y*> = 6 blir i matrisform

o)

och egenvirdena till matrisen i véinsterledet ges av dess karakteristiska ekvation

Vi3,

+

1-A 1
1 4-A

NI}
NI=

‘:(1—)\)(4—/\)—1:)\2—5A+3=0 & A=

Huvudaxelformen &r alltsa
G+IVBwi+ (G- 1Viz)y2=6

och eftersom 2 +1v13>0 (ty 5 = V25 > V13) s& dr kurvan en ellips och ddrmed begrinsad.

Vi har alltsd en kompakt kurva och funktionen f antar darfor ett storsta varde pa kurvan.
Enligt Lagranges multiplikatormetod antas detta storsta vardeien av f6ljande typer av punkter

1. Punkter som uppfyller Lagrangevillkoret, d.v.s. att Vf &r parallell med Vg.
2. Singuldra punkter pa kurvan, d.v.s. dar Vg = (0,0).

Vi undersoker bada dessa fall.

1. Parallellitetsvillkoret betyder att det ska finnas en konstant A sa att Vf = AVg, d.vs.
(0,1) = A(2x + 2y, 2x + 8y) . Detta ger oss ekvationssystemet

AQRx+2y) =0, 1
AQ2x +8y) =1, 2)
X2+ 2xy + 4y* = 6. (3)

Ekvation (1) ger tva fall.

A =0: Da kan inte (2) vara uppfylld eftersom vénsterledet blir noll.
x = —y: Ersétter vi x med -y iekvation (3) fas

Il
+
S

y2—2y2+4y2:6 & 3y2=6 o y
vilket ger oss punkterna (V2,-V2) och (-V2, V2).
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10.

2. Sdtter vi Vg = (2x + 2y,2x + 8y) = (0,0) fas det linjdra ekvationssystemet

2x+2y =0
2x+8y =0

som har l6sningen x = y = 0, men punkten (0,0) ligger inte pd kurvan.

De enda punkter ddr kurvan kan ha storst y -koordinat &r (V2,-V2) och (-V2, V2), och d&
ser vi direkt att (—V2, ¥2) dr det sokta svaret.

y

(N»vz
7

Flytta 6ver x4-termerna i hogerledet

a11X1 + A1pX2 + A13x3 = by — a14x4
A21X1 + AxXp + A23X3 = by — A4x4
a31X1 + azXy + asxz = by — azxy

Detta ekvationssystem for x;, x, och x3 har for varje varde pa x4 exakt en l6sning om

ain a2 a3
a1 axp axp |#0. (%)
sz asy 4asz

Det betyder att det ursprungliga ekvationssystemet har en parameterlosning ddar x; kan
anvandas som enda parameter om (*) &dr uppfylld.

P& samma sitt fas motsvarande determinantvillkor for ndr systemet har en parameterlosning
dédr x;, xp resp. x3 kan anvindas som enda parameter. Om ekvationssystemet har en pa-
rameterlosning med precis en parameter kan losningarna skrivas upp genom att anvinda
nagon av variablerna x1, x, x3 eller x4, som parameter. Darfor blir svaret att ekvationssy-
stemet har en parameterlosning med precis en parameter om och endast om dtminstone en av
determinanterna

a1 di2  ais a1 a1z ai4 a1 a1z ai4 a1z a13  a14
ay dxp ax |, ay dxpp axy |, ay1 a3 g eller Ay a3 oy
az1 4azx 4ass az1 4azx 34 az1 a3z 34 azy 433 34

ar skild frén noll.



