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1. For att berdkna uttrycket i vinsterledet bestimmer vi forst derivatorna fy, f och f,

fi= i(xy arctan E) =1-yarctan o +xy - i arctan o
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Detta ger att
v x| Xy-xy 2yt x| xy
Yy txfa—-fi=y: (arctan; + T yz)z) +x- @ PP - (yarctan? + m)
B vy — xyt . 2xyt ~ xy? _ By? — xy* + 2xyt — xy (2 + y?) o
T2+ P22 2+ 2+ - (2 + 22 - Y

2. Skdrningspunkten mellan planen &dr den punkt som tillhor alla tre planen. Det betyder att
skdrningspunkten uppfyller alla plans ekvationer,

x+2y— z=1
2x— y+2z=0
x+3y—2z=2

Detta linjdra ekvationssystem loser vi med gausseliminering,

1 2 -1 1 S@ 1 2 -1 1
2 -1 2 0 ~ 0 -5 4 -2 ] ~
1 3 =2 2 0 1 -1 1
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1 2 -1 | 1 1 0 1 | -1
0 1 -1 1@~01—1 11>~
0 -5 4 | =2 0 0 -1 38}@
1 0 0 | 2

o 1 0 | -2

0 0 1 | -3

Skdrningspunkten dr alltsa (2,-2,-3).

3. Ensamling av fyra vektorer bildar en bas fér R* om de r linjart oberoende. Det betyder att
ingen av vektorerna ska kunna skrivas som en linjairkombination av de 6vriga vektorerna. Ett
annat sitt att formulera detta villkor &r att om

kl (11 01 _1/ 1) + k2 (2/ 0/ 2/ 1) + k3 (Or 1r _1/ 1) + k4 (O/ _2/ 0/ _1) = (O/ O/ 0/ 0)/

sd maste ky = k; = k3 = k4 = 0. I komponentform blir ekvationen

k1+2k2 =0
k3—2k4:0
—k1+2k2—k3 =0

k1+ k2+k3— k4:0

Detta linjara ekvationssystem har endast den triviala 16sningen k; = kp = k3 = k4 = 0 om
determinanten av koefficientmatrisen ar skild fran noll,

1 2 0 0 1 2 0 0 1 2 0 0
001—2? 0 0 1 -2 0—11—1§
-1 2 -1 0 “lo 4 -1 ojz‘o 4 -1 0
1 1 1 -1 0 -1 1 -1 0 0 1 -2
1 2 0 0 1 2 0 0
0 -1 1 -1 0 -1 1 -1
==lo 0 3 -4 g;:‘ 0 0 3 -4 | LD 3(H=-2%0
0 0 1 -2 0 0 0 -3

Vektorerna bildar en bas for R*.

4. Med matrisrdknereglerna kan uttrycket skrivas om: till
A+BHA1=AATT+B A = E+(AB)"L.

Inversmatrisen (AB)~! rdknar vi ut med ett rakneschema,

-1 2 3 1 0 0 ? @
1 1 4 0o 1 0 ~
1 -1 -3 0 0 1
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1 -2 -3 -1 0 0
I ?&@@ -
0 1 0 1 0 1
1 0 -5 1 -2 0
0o 1 -1 1 -1 0 ~
0 0 1 o 1 1 %
1 0 0 1 3 5
1 0 1 0 1
0o 1 0o 1 1
Detta betyder att
100 13 5 2 35
A+BHAT=E+AB)t=[0 1 0|+ 1 0 1|=]1 11
0 0 1 01 1 01 2

Om humlan flyger i riktningen # kommer den uppleva en temperaturdkningstakt som ges
av riktningsderivatan JT/dit, och 6kningstakten dT/d9 om den flyger i riktningen v .

Temperaturfunktionen T &r differentierbar sa riktningsderivatorna kan vi rdkna ut med form-

lerna o7 o7

5 = VT -ii respektive 5 = VT - 9.
Gradienten VT gesav VT = (T7, T}, T]) = 3y, 3x + 2y,4z) och i punkten (x,y,2) = (1,2,-1)
har den vardet VT(1,2,-1)=(3-2,3-1+2-2,4-(-1)) = (6,7, —4) . Enhetsvektorerna i och ?
far vi genom att normera u respektive v,

il= l = (2, _2,_1) = (2, _2I_1) = (2 _2 _1)
|M| \/22 I (_2)2 I (_1)2 \/5 3737 3/
f) — 1 _ (31014) _ (3/0/4) _ (%’0’%)

ol - VR +2 V5
Riktningsderivatornas varden dr

aT

. 12-14+4
i =V =679 G 3 -D=63-7 F+4 )= m =g,
dT 18+0-1
%=VT-@=(6,7,—4)-(g,0,§):6~g+0—4-§:%:g,

ocheftersom dT/dit > T/ skahumlan flygairiktningen u for att uppleva storst, omedelbar
temperaturokning.

Om vi skisserar en hyperbel sa ser vi att det kortaste avstiandet mellan de tva grenarna &r
avstandet mellan punkterna dér hyperbeln skir en av huvudaxlarna. Genom att skriva hyper-
beln i huvudaxelform sd gor vi ett byte av koordinatsystem till ett system déar huvudaxlarna
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blir de nya koordinataxelriktningarna. I detta nya koordinatsystem kan vi relativt enkelt
bestimma de tva punkterna som ger minsta avstdndet eftersom vi vet att de ligger pa en av
koordinataxlarna.

Y - y’

Hyperbelns ekvation skriver vi forst i matrisform

o )

Huvudaxlarna till hyperbeln dr egenvektorerna till matrisen i vansterledet och huvudaxelfor-
men ar /\1x’2+/\2y’2 =1,ddr A4, Ay drmatrisens egenviarden och x’, ' betecknar koordinater
i det nya systemet.

Egenvirdena ges av den karakteristiska ekvationen
A-1 V3
N3 A+1i
Det betyder att hyperbelns huvudaxelform &r x'2 — y’2 = 1. De tvé sokta punkterna far vi

genom att sitta ¥’ = 0 i hyperbelns ekvation x'2-0*=1 & x’ =+1 ochavstdndet
mellan dessa punkterna ar 2.

=A-HA+DH-1V3-1V3=22-1=0 & A==zl

a) Funktionen (x,y) = (x(u,v), y(u,v)) har en lokal invers kring punkten (,v) = (up,v9) om

ax, y)
det(&(u,v)) #0
utrdknad i punkten (u,v) = (1o, vp) . Jacobimatrisen dr lika med
a(x, y) _| du dv |_ v v?
dw,v) | dy dy 20

ou v u? u
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vilket ger att

21l g
a(x, v 02 Qug 2 uz 02
det(ﬂ)= : 0 _ﬂ.ﬂ__g._g=4_1=3¢o
a(u/ U) UO 209 0o Up UO uo
up U

b) Den lokala inversen (u,v) = (u(x, y),v(x, y)) har en Jacobimatris som uppfyller

u,v) («9(x, Y) )‘1

a(x, y) ~\ 9, v)
Fran detta samband har vi att
du  du dx  dx \ 2 w2\
dx dy |_| du dv _ v
dv v dy dy ® 20
ox dy ou v w2 u
20 u? 20 u?
_ 1 u 2 [_1 u o
2u 20 u_z v_Z v 2u 3] v 2u
v ou v our\uyz v u2
och vi kan direkt avldsa att
ou_2 4 %_
Jox  3u dy  3v?
Y

\
?

8. Kvadraten -1 <x <1, -1 <y <1 dr kompakt (sluten och
begréansad) och eftersom funktionen f dr kontinuerlig kan 1
vi pé forhand sidga att funktionen verkligen antar ett storsta
och minsta véarde i omradet.
Dessa extremvéarden kan funktionen bara anta i ndgon av 1 1"
foljande typer av punkter

1. inre kritiska punkter

2. punkter pd randlinjerna !
3. hornpunkter
Vi undersoker dessa tre fall.

1. I en inre kritisk punkt &r f{ = f; = 0 vilket ger z

ekvationerna
fi=4x+ y=0,
{fy’: x+6y=0. virde 0

Detta linjdra ekvationssystem har 16sningen x = y = /

0. Origo (0,0) &r alltsa en inre kritisk punkt, och i
denna punkt antar f védrdet £(0,0)=2-0°+0-0+
3-0°=0.
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2. Det finns fyra randlinjer att undersoka.
e Palinjen x = -1 &r funktionen lika med f(-1,y) =

3y?—y+2. Vi far fram de mojliga extrempunkterna
pa linjen genom att sdtta derivatan lika med noll,

d
gy fCLy=ey-1=0 & V=3

vilket svarar mot punkten (-1,1). I denna punkt
har funktionen vardet f(-1, %) = % . Det 4r ock-
sd enkelt att se att andraderivatan har vardet 6 s&
punkten méste vara en lokal minimipunkt pé lin-
jen.

e Nar viinskranker oss till linjen x = 1 antar funktio-
nenvirdena f(1,y) = 3y?+y+2 . Satter vi derivatan
lika med noll fas

d
fUp=ey+1=0 o y=-i

och i punkten (1, —%) har funktionen véardet
f(a, —%) = % . Andraderivatan &r lika med 6 vil-

ket betyder att punkten &r en lokal minimipunkt
pa linjen.
e P4linjen y = -1 &r f(x,—1) = 2x> —x + 3 och nér
vi sétter derivatan lika med noll fas
if(x -)=4x-1=0 & «x=1
de” 7 a o
Detta ger oss punkten (},—1) dar funktionen har
vardet f(}l, -1) = % . Eftersom andraderivatan ar
lika med 4 dr punkten en lokal minimipunkt pa
linjen.

e Funktionen f &rlika med f(x,1) = 2x* + x + 3 pa
den sista randlinjen y = 1. For att fa fram loka-
la extrempunkter pa linjen sitter vi derivatan lika
med noll,

d - - __1
Ef(x,l)—4x+1—0 e x=-y

vilket ger oss punkten (—1,1). Funktionen har
vdrdet f (—%, 1) = % i den punkten, som dessutom
ar en lokal minimipunkt pd linjen eftersom andra-
derivatan ar lika med 4.
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3. I hérnpunkterna (-1,-1), (-1,1), (1,-1) och (1,1) '
antar funktionen viardena ;

Jamfor vi funktionsvirdena ser vi att funktionen antar minsta viardet 0 och storsta virdet 6.

9. a) Om u = (uy,up) saér

air ap " apug +apus an an
1

Au=| an ap ( u ) =| ao1U1 +axnuz |=uy| ax |+uz| ax
2

asz1  asp Az + aspus as1 az2

vilket visar att vektorn Au dr en linjirkombination av kolonnvektorerna (a11,421,431)
och (a12,a2,a3) till matrisen A, d.v.is. Au ligger i planet P som spénns upp av dessa
kolonnvektorer.

b) Att ¢ &r den vinkelrdta projektionen av b pa P be-
tyder att strackan mellan ¢ och b é&r vinkelrdt mot
planet P, d.v.s. vektorn d = b — ¢ &r vinkelrdt mot
planet P.

Vektorn d = (dy,dp,d3) ar alltsa vinkelrdt mot al-
la vektorer som dr parallella med planet och spe-
ciellt vinkelrdt mot kolonnvektorerna (a11,4a21,431)
och (a12,a2,a3) som spanner upp planet P.

Darfor ar
a a a 4 andy + aydy + azd
AT(b—c):ATd=( 1 a2 31) i, =( 1nd1 + ands + azds
aip  axp a4 i ad1 + axnds + azds

_ ( (a11, 821, a31) - (d1,d>, d3) ) _ ( 0 ) —0
(412,022, 032) - (dh, d2, d3) 0 '

c) Véanstermultiplicera bdda led i Ax = ¢ med AT, ATAx = Ac. Enligt deluppgift b
ar AT(b—c)=0,d.vs. ATb = ATc. Detta ger att ATAx = ATc = ATb.
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10. a) Ettexempel dr funktionen f(x1,x2,x3) = x3 +x3 + x3 eftersom den uppfyller
ftxq, tx, txs) = (tx1)? + (bx2)? + (tx3)? = t2(x% + x% + xé) = fx1,x2,x3).
b) Derivera sambandet
ftxq, txo, ... txy) = £ f (1, X2, ..., Xp)
med avseende pé t.I vinsterledet ger kedjeregeln

of dtx) |, 9f

d(txy)
8x1 *

dt

d
7 fltx, txg, ..., tx,) = (txy, ..., tx,) - (txy, ..., tx,) -

dt x,

= aft t
—axl(xl,..., Xp) X1+ +8xn

=(x1,...,%,) - grad f(txy, ..., tx,)

(tx1, ..., txy) - Xy

och hogerledet blir i tf(x1, ..., x0) = at" 1 f(x1,xp,...,%,) . Sétter vi t =1 och bada
. . dt
led lika fas att

(x1,x2,...,x,) - grad f(x1, %2, ..., %,) = a f(x1,X2, ..., %)



