Ldésningsforslag till tentamensskrivningen i Matematik 2, 5B1116, 2002-04-02.

1. Ytan ges pa formen f(x,y,z) =8 dar f(x,y,z) = xy2+ 2yz2 + 3zx2. | punkten (0,1,2) fas
fy=y2+6xz=1, f,=2xy +2z2=8, f;, =4yz + 3x? = 8, alltsd4 grad f(0,1,2) = (1,8,8) och den
sokta ekvationen ar (x-0,y-1,z-2)-(1,8,8) =0, dvs \ Svar: X +8y + 8z =24.
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3a. Skarningspunkten fas ur ekvationen r(t) =p(s) =« 2-1t3-243-1)=(3+253+25,2) -
EZ - t=3+2s

3-2t=3+2s . Man far t=1, s=-1, dvs punkten (1,1,2). Svar: (1,1,2).

3- t=2
3b. Linjernas riktningsvektorer ar n; = (1,2,1) resp. n, = (1,1,0). Planets normalvektor &r
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n=nxn,=[1 2 1 E: —e, + ey —e, = (-1,1,-1). Planets ekvation kan skrivas pa formen
10

—X +y -z =d. Eftersom punkten (1,1,2) uppfyller denna ekvation sa maste d = -2, alltsa
planets ekvationar X +y—-z=-2 = X-y +z =2, Svar: x-y+z=2.

4a. Det sokta Taylorpolynomet p ges av
f(1,2) + £ (1,2)h + f(1,2)k + % fix(1,2)h? + f(1,2)hk + % f(1,2k? dar h=x-1, k=y-2.

Vi har f(x,y) = x2+ 2 cos(2x —y) och i punkten (1,2) fas
f(1,2)=3, fy=2x-4sin(2x-y) =2, f;=2sin(2x-y) =0,
fix =2-8cos(2x —y) =-6, fiy =4 cos(2x —y) =4, f;, =-2cos(2x —y) =-2.
Alltsd p(x,y) =3+2(x—-1)-3(x—1)2+4(x —1)(y - 2) — (y — 2)2
‘ Svar: p(X,y)=3+2(x—-1)-3(x—-12+4(x-1)(y-2)—(y - 2)2.‘

4b. f(1.1,1.2) = p(L.1, 2.1) = 3.2. |Svar: f(1.1,1.2) = 3.2

5. Satt t=3x +ay. Vi har z =(2x - 3y)f(Y),
zy = 2f(t) + (2x = 3y)f (Y t; = 2f (1) + 3(2x — 3y)f () och
zy=-3f() + (2x = 3y)f (O, = -3f (1) + a(2x — 3y)f'(t) vilket ger

325 +22,=(9+2a)2x - 3y)f (=0 - a=-9/2. |Svar: a=-9/2]
6a. Vi har f(x,y) = X*Y .| punkten (1,1) far man f,=_ = _ =-3 och f;,zsix =3,
-y (2x —y)? (2x —y)?
0 gradf(1,1) = (=3,3) och f(1,1) = gradf(1,1) - ¥ =(=3,3)- 12 = 3 |svar: f,1,1)=-3.
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6b. Storsta vardet av f(1,1) fds d& u har riktning av gradf(1,1) dvs u = (-3,3). Detta varde
ar = gradf(1,1)| = 3V2. Svar: u = (=3,3). Maximala vardet ar 3V/2.

7. Funktionen f(x,y) = x + 2y ar kontinuerlig och den tilldtna mangden x2+y2=5,x>0,y =0
ar kompakt. Detta medfor att f antar ett storsta och ett minsta vardet i méngden. Punkter
dar dessa varden antas ar antingen andpunkterna pa kvartscirkeln eller kritiska punkter
till Lagranges funktion g(x,y,t) = x + 2y + t(x2 + y2-5).

Andpunkterna: (0,‘\/%) och (‘\/_5,0).



Kritiska punkter:

Dg;( =1+2tx=0 Vi har yg;—xgy;=0 = y=2x, vilketinsatti g;=0 ger 5x2 -5=0,
gy=2+ 2ty =0 dvs x =1 (eftersom x =0) och y =2, dvs punkten (1,2)
g =x>+y2-5=0

Aktuella punkter: (0,\/75), (\/E,O) och (1,2).

I dessa punkter antar f vardena f(O,\/T:B) = 2\/75, f(\/_5,0) =5 och f(1,2) = 5, alltsa storsta

vardet =5 och minsta vardet = \/‘_5 Svar: Stdrsta vardet =5 och minsta vardet = \/E:,
ax+3y+2z=4a+3b
8. Ekvationssytemet (i obekanta x,y och z) be +2y +2z = 2a+4b har precis en ldsning
ax+ y+2z= a+4b
3 2
= determinanten g 2 2[J=4a—-4b £0.0m (x,y,z)=(3,2,1) skulle vara en lésning (satt
(& 1 20
a+3b= 8
in dessa varden i ekvationssystemet) sa skulle [J2a+ b= 6 < a=b =2, vilket strider mot
2a —4b=-4
att 4a—4b 0. |Svar: Det finns inte nagra sadana konstanter.
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9. Den kvadratiska delen x2+ 4xy + ay? beskrivs av matrisen A = Om den givna ek-
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vationen skall vara en ekvation for en parabel sa maste ett av egenvardena till matrisen A
vara lika med noll. Egenvardena fas ur ekvationen det(A —\E) =

1-A 2 o . o
BZ a_}\B:O = (L-AN(a—A)—-4=0.F6r A=0 far vi a = 4, vilket alltsa &r den enda

tankbara véardet for vilket den givna ekvationen beskriver en parabel. Den karakteristiska
ekvationen ar da (1 —A)(4—-A) —4 =0 och man far rotterna 0 och 5.
Egenvektorerna bestams ur ekvationen (A —-AE)v =0, v # 0:
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For A =5 far vi = = 2b — ¢ = 0. En motsvarande egenvektor &r v, =
02 1030 OO J 1T o
Egenvektorerna till det andra egenvardet A = 0 ar vinkelrata mot v, och en egenvektor &r
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darfor v
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De bada valda egenvektorerna har langden \/_5 Koordinatbytet med transformationen

EX—fu—@v
=2 y+ 1y
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ger ekvationen 5u? —\/%v =0 = v= \/guz, alltsa en parabel.

‘Svar: Parabeln - a=4.

10. Antag att av,; + b(vy + vy) + c(vy + v3) + d(vy + v4) = 0. Da galler efter omskrivning att
(a+b+c+d)v;+bv, +cvg+dv, =0. Om vy, Vy, V3, V4 Aar linjart oberoende s& maste det
gallaatt a+b+c+d=b=c=d=0 dvs a=b =c =d = 0. Detta innebar att vektorerna
Vi, Vi +V,, V1 + V3, Vi +V, &rlinjart oberoende.

Antag att av,; + bv, + cv; + dv, = 0. D& galler efter omskrivning att

(a=b-c—-d)vy +b(vy +Vy) +c(vy+V3)+d(vi+Vvy) =0.0m vy, Vy+Vy Vi +Vs Vi +V, ar
linjart oberoende sa maste a—b-c—-d=b=c=d=0 dvs a=b =c=d = 0. Detta innebar
att vektorerna vy, V,, V3, V4 ar linjart oberoende.



