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A1) L̊at Pn vara p̊ast̊aendet 1 · 22 + 2 · 32 + · · ·+ n(n + 1)2 = 1
12

n(n + 1)(n +
2)(3n + 5).
Vi skall med induktion visa Pn för n = 1, 2, . . . .
1) Bas: n = 1 ger VL1 = 1 · 22 = 4 och HL1 = 1

12
1 · 2 · 3 · 8 = 4, s̊a P1 är sant.

2) Steg: Antag Pk, dvs 1·22+2·32+· · ·+k(k+1)2 = 1
12

k(k+1)(k+2)(3k+5).
Vi skall visa Pk+1 (med hjälp av Pk).
VLk+1 = 1 · 22 + 2 · 32 + · · ·+ k(k + 1)2 + (k + 1)(k + 2)2 = VLk + (k + 1)(k +

2)2 Pk= HLk + (k + 1)(k + 2)2 = 1
12

k(k + 1)(k + 2)(3k + 5) + (k + 1)(k + 2)2 =
1
12

(k + 1)(k + 2)[k(3k + 5) + 12(k + 2)] = 1
12

(k + 1)(k + 2)(3k2 + 17k + 24),

HLk+1 = 1
12

(k + 1)(k + 2)(k + 3)(3k + 8) = 1
12

(k + 1)(k + 2)[(k + 3)(3k + 8)] =
1
12

(k + 1)(k + 2)(3k2 + 17k + 24) = VLk+1,
s̊a Pk+1 är sant.
3) Eftersom vi har visat dels P1 och dels Pk ⇒ Pk+1 för k = 1, 2, . . . , följer det
ur induktionsprincipen att Pn är sant för n = 1, 2, . . . .

B1) L̊at Pn vara p̊ast̊aendet 1
1·2 + 1

2·3 + · · ·+ 1
n(n+1)

= n
n+1

.

Vi skall med induktion visa Pn för n = 1, 2, . . . .
1) Bas: n = 1 ger VL1 = 1

1·2 = 1
2

och HL1 = 1
1+1

= 1
2
, s̊a P1 är sant.

2) Steg: Antag Pk, dvs 1
1·2 + 1

2·3 + · · ·+ 1
k(k+1)

= k
k+1

.

Vi skall visa Pk+1 (med hjälp av Pk).

VLk+1 = 1
1·2 + 1

2·3 + · · · + 1
k(k+1)

+ 1
(k+1)(k+2)

= VLk + 1
(k+1)(k+2)

Pk= HLk +
1

(k+1)(k+2)
= k

k+1
+ 1

(k+1)(k+2)
= k(k+2)+1

(k+1)(k+2)
= k2+2k+1

(k+1)(k+2)
= (k+1)2

(k+1)(k+2)
= k+1

k+2
=

HLk+1,
s̊a Pk+1 är sant.
3) Eftersom vi har visat dels P1 och dels Pk ⇒ Pk+1 för k = 1, 2, . . . , följer det
ur induktionsprincipen att Pn är sant för n = 1, 2, . . . .

A2)
√

cos 3x =
√

cos 2x
kvadrera⇒ cos 3x = cos 2x ⇔ 3x = ±2x + n · 2π, n heltal,

dvs x = n · 2π eller x = n · 2π
5

, n heltal.
Eftersom vi bara har⇒, inte överallt⇔, ovan kan vi ha f̊att ”falska rötter”. De
funna x-värdena är lösningar till den givna ekvationen precis om

√
cos 3x och√

cos 2x är definierade, dvs precis om cos 2x(= cos 3x) ≥ 0, dvs −π
2

+m · 2π ≤
2x ≤ π

2
+m ·2π för n̊agot heltal m. Man finner att alla lösningar till ekvationen

ges av x = n · 2π och x = ±4π
5

+ n · 2π, n heltal.

1



2

B2) ln(sin 3x) = ln(sin 2x)
exponentiera⇒ sin 3x = sin 2x ⇔ 3x = 2x + n ·

2π eller 3x = π − 2x + n · 2π, n heltal,
dvs x = n · 2π eller x = π

5
+ n · 2π

5
, n heltal.

Eftersom vi bara har ⇒, inte överallt ⇔, ovan kan vi ha f̊att ”falska rötter”.
De funna x-värdena är lösningar till den givna ekvationen precis om ln(sin 3x)
och ln(sin 2x) är definierade, dvs precis om sin 2x(= sin 3x) > 0, dvs m · 2π <
2x < π+m ·2π för n̊agot heltal m. Man finner att alla lösningar till ekvationen
ges av x = π

5
+ n · 2π och x = −3π

5
+ n · 2π, n heltal.

A3) Vi skall beräkna limx→∞ e
3x2+ln x

x2+1 .

Eftersom limx→∞ 3x2+ln x
x2+1

= limx→∞
3+ ln x

x2

1+ 1
x2

= 3+0
1+0

= 3, där vi använt det kända

gränsvärdet limx→∞ ln x
xα = 0 om α > 0, blir

lim
x→∞

e
3x2+ln x

x2+1 =
[ et kontinuerlig

för t = 3

]
= lim

t→3
et = e3.

S̊a svaret: e3.

B3) Vi skall beräkna limx→∞ arctan(x sin 1
x
).

Eftersom limx→∞ x sin 1
x

=
[ t = 1

x
x →∞⇒ t → 0

]
= limt→0

sin t
t

=
[

känt gränsvärde
]

= 1, blir

lim
x→∞

arctan(x sin 1
x
) =

[ arctan t kontin-
uerlig för t = 1

]
= lim

t→1
arctan t = arctan 1 = π

4
.

S̊a svaret: π
4
.


