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K4 Nagot om mangdteori

Materialet i de inramade avsnitten tas inte upp pa tentamen.

K4.0 Inledning, om mangder

Mangdteorin kan ses som grunden for all matematik. Pa dessa sidor il-
lustreras hur egenskaperna for de naturliga talen kan uttryckas med hjélp av
méangder, dvs genom att definiera talen till att vara vissa mangder och harleda
talens egenskaper ur allménna egenskaper for mangder. Detta kommer ocksa
att naturligen leda oss till tva olika sitt att generalisera de naturliga talen till
7oandliga tal” och att visa att sjdlva begreppet mdangd inte ar sa sjalvklart
som man kunde tro.

Vi skall dock till en borjan betrakta mangdbegreppet som oproblematiskt.
En méngd kan da ses som en "matematisk pase” som kan innehalla olika
(matematiska) objekt, kallade méngdens element.

Det kanske ar béattre att sdga att pasen innehaller pekare till objekt - samma
objekt kan ju vara element i olika mangder. Det viktiga ar att det for varje
objekt a och varje mangd M entydigt galler att objektet tillhor méngden,
betecknat a € M, eller inte, a ¢ M. Tva méngder som har precis samma ele-
ment ar samma mangd, M = N omm for alla x géller x € M < x € N.

[ mangdteorin sysslar man oftast bara med méngder, dvs alla elementen i
méangderna ar ocksa mangder.

Beteckningar:
{z | Pz} : méngden av alla objekt med egenskapen P. (Vi kommer dock att se
att detta inte for alla P definierar en méngd(!).)
{x € M | Pz} : mdngden av alla element i méngden M med egenskapen P.
M C N, M ar en delmangd till N : varje element i M ligger i N, x € M =
r € N, for alla x.
M C N, M ar en strikt delmangd till N : varje element i M ligger i N och
det finns (minst) ett element i NV som inte tillhor M.
M U N, unionen av M och N : {z |z € M eller x € N}.
M N N, skirningen eller snittet av M och N : {x € M |z € N}.
M ~ N, differensmangden mellan M och N : {z € M |z ¢ N}.
@, den tomma méangden : {z | z # x}, en "tom pase”.
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Notera skillnaden mellan @ och {@} : @ har inga element, medan {@}, en
pase som innehaller en tom pase, har ett element, ndmligen &.

Mark ocksa att €,¢,C, C ar relationer, t.ex. ar ju x € M och M C N
pastaenden, medan U, N, \ ar operationer (funktioner), t.ex. & M U N och
M ~ N mangder.

K4.1 Ordinaltal

K4.1.1 Definition, viktiga egenskaper

Da vi skall definiera det naturliga talet n till att vara en mangd, verkar det
rimligt att valja en mangd med n element. Det ar inte sjalvklart vilka element
man skall ta, men detta racker for att bestamma hur talet 0 skall definieras. Vi
later 0 = @, den enda mangden med 0 element. For att kunna definiera talen
rekursivt, dvs varje tal med hjilp av de foregaende, tar vi 1 = {0} = {@}. Pa
samma sétt later vi 2 = {0,1} = {@,{@}} och allmént

n=490,1,2,...,n—1}.
Da far vi efterfoljarfunktionen
Sn)=n+1=nU{n} ()
och ordningen mellan naturliga tal ar latt att beskriva:
m<n < mCn < mecn.

I allménhet dr det mycket viktigt att noga skilja mellan a C b (alla a:s element
dr ocksa element i b) och a € b (a ar ett element i b), men for de naturliga
talen (och 6vriga ordinaltal, se nedan) sammanfaller begreppen!

Med ovanstaende definitioner ar det naturligt att uppfatta w = {0,1,2,3,...}
som ett nytt tal som kommer efter alla de naturliga talen, ett "oéandligt tal”.
Efter w kommer da annu ett, storre, oandligt tal,

Sw)=w+1=wU{w}={0,1,2,3,...w}.
Pa samma sétt fortsatter det med storre och storre ”oandligheter”:
wH+2=5w+1)={0,1,2,...,w,w+1}

wtw=w-2={0,1,2,...,w,w+Lw+2...}
w-2+1=5w-2)={0,1,2,...,w,w+1l,w+2,...w-2}

w-3={0,1,2,...,w,w+1,w+2,.._w-2,w-2+1’w.2+2’“‘}

ww=w={w-m+n|mmnew}
w? 4+ 1= 5(w?)

Wwiw=wr={wm+w-n+p|mn,pecw}



w’={wr g+ et weng g | kng, ... 0o € w)
w4 1=95w")

Hér dr w,w-2,w-3,...w% w? +w,... sjalva inte efterfoljare till nagra ”tal”

(det handlar alltsa inte om elementen i en icke- standardmodell f6r Peanos
axiom).

Vi ger nu en formell definition av ordinaltal och skall visa att de sa inforda
talen har "ratt” egenskaper.

Definition:
Ett ordinaltal (eng. ordinal) &r en méangd X som é&r vélordnad med relatio-
nen C och sadan att X, = a for alla a € X.

Hér ar, som i avsnittet om vélordning i K1, X, = {r € X | x < a (dvs x C a)},
segmentet av X som bestams av a. Att X ar vélordnad med C som ord-
ningsrelation betyder, som vi minns, bl.a. att om a,b € X géller (precis) en
avaCba=>b0bCa.

Finns det nagra ordinaltal? Hur kan de se ut? En mojlighet ar att X = @
(vi betraktar @ som en vilordnad méngd, trots att vi tidigare inte har tillatit
tolkningar med tomma doméner). Om X # &, finns ett @ € X som &r minst
i X (vélordning), sa a = X, = @. 1 = {@} &r tydligen ett ordinaltal, liksom
alla andra naturliga tal sa som vi definierat dem. Som vi sag i férra avsnittet
finns det manga fler ordinaltal!

I fortsattningen later vi, som brukligt ar, sma grekiska bokstaver fran borjan
av alfabetet som «, 3,7, ... beteckna ordinaltal. Vi skall ocksa beteckna ord-
ningen (som ju ar C) mellan elementen i ett ordinaltal med <.

Foljande viktiga egenskaper for ordinaltal bevisas med den ganska abstrakta
definitionen ovan. Man kan se att de stammer med vad man kunde vanta sig
efter den tidigare beskrivningen. Bevisen sparas till ndsta avsnitt.

Viktiga egenskaper for ordinaltal

Lat «, 8 vara ordinaltal. Da géller:

elorz,ycagilere<y & 2Cy & xey
e o ar en transitiv mangd, dvs y € x och x € o ger y € «
e Alla element i « ar ordinaltal

Definition: Om «, § ar ordinaltal later vi a < (8 betyda o C (3.
Detta stammer ju med relationen < mellan elementen i ett ordinaltal.

e Det géller endera av a < §,a = 8 och < a.
e Varje mangd M av ordinaltal ar valordnad.



e Detgillera<f & aCf & acf.

e a = {7 |~ ar ett ordinaltal och v < a}

e For varje mangd M av ordinaltal &r sup M = UM = {z | z € « for
nagot o € M} ett ordinaltal, det minsta ordinaltalet som &r storre dn
eller lika med alla i M.

e Om o = 3 (som ordnade méngder) sa oo = [3,

*K4.1.2 Bevis

etorrycagilerz<y & xCy & €y,
ty forsta ’ < 7 ar definitionen av '<’icochz <y & z € ay =y.
e (o ir en transitiv mangd, dvs y € x och x € o ger y € a,
tyx = ay C a.
e Alla element i « ar ordinaltal,
tyom x € a ar T = a, en delmangd av den valordnade méngden «,
saledes vélordnad, och om y € z (s4 y € a och y < z), sa ar
zy={z€z|z<yt={2€a,|2<y}=
{zealz<zochz<y}l={z€alz<y}l=0ay=1y.
e En icke-tom méngd av ordinaltal, M, innehéller ett minsta element, dvs
det finns ett o € M sa att for alla § € M géller o < 3 eller a = (3,
bevis: Lat @ = NM = {( | ( € § for alla B € M}. Notera att
dex = 0Cx(tydef = 6 C g foralla ge M).
Tydligen ar x C § for alla 8 € M. Om z = « for nagot a € M, géller
da o C B (dvs a < B eller a = ) for alla f € M, sa a &r minst i M.
Vi skall visa att det inte kan gélla x C § for alla 8 € M.
Lat « € (8 for ett 8 € M och lat v vara det minsta elementet i
som uppfyller v € 3 och v ¢ x (detta « finns sikert eftersom [ &r
vilordnad). Eftersom alla element i § som &r mindre &n v ligger i z,
galler v = 3, C x.
Antag for att fa motséigelse att v C x. Da finns § € x (och saledes § C )
med 0 ¢ . Men eftersom bade v och § &r element i den linjart ordnade
(under C och ddrmed under €) méngden (3 foljer av § ¢ v att 6 =  eller
v€EJ Mend #v,tyd € x,v ¢ x,say € C x, alltsa v € x, motségelse.
Antaganset att v C x ledde till motségelse, sé eftersom v C z, géller
v = x, oberoende av f3.
Alltsa: Om = C 3,0 € M giller x € S, ¢ x. Om = C [ skulle gilla
for alla 8 € M, skulle alltsa z € G for alla 3 € M och alltsd = € z,
motsagelse.
e Det giller endera av o < 8, = 3 och § < «,
ty detta &r specialfallet M = {«, 5} av foregaende.
e Varje méngd M av ordinaltal &r vélordnad,
ty detta foljer direkt ur de tva foregaende (ax <1 och <2 &r ju klara
for relationen C).
e Detgillera<f & aCf & acf
(Detta visste vi forut bara om «, 3 ar element i ett ordinaltal),
ty den forsta ’ < ’ ar definitionen av <’ for ordinaltal.
Den andra < foljeravatta € 0 = a= 0§, C S.
Den andra = f6ljer ur beviset ovan om NM (i fallet M = {«, 5}) :
Om a C B ar a = NM, och enligt beviset o € (.
e a = {v |~ ar ett ordinaltal och v < a}
ty Dels géller v € @« = ~ ordinaltal och v < a och dels giller v
ordinaltal med vy < a = v € a.




e For varje méngd M av ordinaltal &r sup M = UM = {z | = € « for
nagot o € M} ett ordinaltal, det minsta ordinaltalet som &r storre &n
eller lika med alla i M,

(det behover inte gélla att sup M € M, t.ex. dr supw = Uw = w ¢ w)

ty kalla for att forenkla skrivandet UM for X. Enligt néstforegdende
ar X en valordnad mangd. Lat § € X. Da géller 8 € o for nagot o € M,
sa f=oag. Lat Xg = {z € X |z <}, det géller att 3 = ag C Xz, ty
aCX. Meny< B = vy€8 = 7€ ag,sa XgC ag och dirmed
Xg = ag = B och X ar ett ordinaltal, ¢ sig. Att o <4 for alla « € M
och att ¢ ar det minsta ordinaltalet med denna egenskap ar klart.

e Om a = 3 (som ordnade méngder) sa o = f3,

ty annars skulle 3 C « (eller tvartom) och det skulle finnas en isomorfi
¢ : a — (. Betrakta mingden £ = {z € a | ¢(z) < z}. FE ar
inte tom, ty 8 € a och ¢(B) € (. Lat v vara det minsta elementet
i E och § = p(y). Da dr 6 < v och eftersom ¢ &r en isomorfi géller
0(0) < p(v) =6, dvs § € E. Detta motsiger att v var minst i E, sa
a = (0 om de ar isomorfa.

e Den enda automorfin for « ar identitetsfunktionen.

(En automorfi for a ar en isomorfi mellan « och «.)

ty Lat ¢ : @« — a vara en isomorfi och lat igen F = {x € o | p(z) < z}.
Vi far som nyss att FE saknar minsta element, sa £ = &.
Med F={z ca|r<p@}={rcaleplzr)<az}fis pd samma
sitt (eftersom o~ : a — «a ocksa #r en isomorfi) att F' = @.
Saledes géller p(z) = x for alla x € a.

K4.1.3 Ordinaltalen ger alla valordningar

Foljande resultat forklarar vad ordinaltal ”egentligen” ar for tal, de beskriver
alla mojliga vélordningar ("ordinal” &r den engelska termen for ordningstal
(som forsta, andra, tredje etc.)).

Sats:
Varje valordnad mangd ar isomorf med ett entydigt ordinaltal.

(Med ”isomorf” menas hér forstas ”isomorf som ordnad méngd”.)

xBevis: Lat X vara en valordnad méangd.
Vi visar forst med induktion 6ver X att for alla x € X galler

Xz = &(x) for nagot ordinaltal &(z) (%)

&(x) ar, om det existerar, entydigt bestamt av z € X, ty X, = «, X, = (3 ger
a3 saa=0.

Antag for induktionen alltsa att X, = £(x) for alla z € X,. Om vi visar att
X, = &(a) for nagot ordinaltal £(a) ar pastaendet () visat.

For z € X, later vi ¢, : X, — &(x) vara motsvarande isomorfi.

Om z € X, och y € X, géller ¢, (y) = &(y) (dvs ¢, = &|x,), ty isomorfin
¢y mellan X, och £(z) ger en isomorfi mellan motsvarande segment X, och
§(T) . () = Pz(y). S& Xy = p,(y) och p.g.a. entydigheten . (y) = £(y).
Betrakta A = {£(z) | z € X,}. Om vi visar att A &r ett ordinaltal (= £(a)) och
att X, & A, ar induktionen klar.

A ar en méngd ordinaltal, saledes valordnad.

Om € A, dvs f = (D) for ett b € X, géller dels Ag(={ry € A|y<p}) Cp




(ty 0 innehaller alla ordinaltal < (),

dels om 7 € 3, eftersom X, 2 3, att ¢, '(7) = c € Xp och di v = py(c) = £(c) €
A, saye Ag. Alltsa 3 C Ag.

Sa 3 = Ag for alla B € A och A ar ett ordinaltal, vilket vi kallar £(a).

Vi visar till sist att £ : X, — A ger en isomorfi:

Om ¢, b e X,

c<b = ceXy, = £(c) =w(c) €&(b) = &(c) <&(D),

cgb = b<c= £0b) <) = £(e) £E(0),

sac<b & &(c) <(b), och darfor (X ar linjart ordnad) ¢ # b = £(c) # £(b).
Att & avbildar X, pa A foljer direkt av definitionen av A.

Sa X, 2 &(a)(= A) och beviset for () ar klart.

Lat nu S = {{(a) | a € X}. Precis som for A och X, nyss visas att S ar ett
ordinaltal och att X = S. Darmed é&r beviset klart.

Kommentar: Det kan vara frestande att definiera isomorfin mellan X och o med
rekursion 6ver X, enligt ¢(a) = {p(z) | z € X, } for alla a € X (och visa att alla
©(a) ar ordinaltal, ¢ &r en isomorfi etc.), men da finns det lite subtila problemet
att vi forutsatt (se K1) att funktionen g(a, f|x,) tar varden i en fix méngd. Vi
kommer att kunna slappa det kravet.

K4.1.4 Transfinit induktion och rekursion

Vi har sett att varje mangd av ordinaltal ar valordnad. Det ar dock inte
riktigt att sdga att méngden av alla ordinaltal &r en valordnad méangd! Den
ar inte ens en méngd!!

Lat O ha precis alla ordinaltal som element. Da é&r, forbluffande nog, O inte
en mangd!

Antagandet att O ar en méangd leder till motséigelse, ty O vore en méngd av
ordinaltal och sup O skulle vara ett ordinaltal som ar storre eller lika med alla
element i O, dvs alla ordinaltal, men da vore dess efterfoljare ett ordinaltal
som vore strikt storre &n alla ordinaltal (speciellt sig sjilv), motségelse!
Observera att O uppfyller det enda kravet vi ursprungligen stallde pa en
mangd, att det skulle vara klart for varje objekt om det tillhorde mangden
eller inte. Detta villkor racker alltsa inte, man maste vara mer forsiktig da man
definierar méngder. Vi har (nagonstans) forutsatt egenskaper for méngder som
inte O har.

Om O inte ar en méngd, vad ar den da? Sadana samlingar av objekt (dvs
méngder) som sjélva inte sdkert dr méangder kallas klasser. Klassen av alla
mangder ar ett annat exempel pa en klass som inte ar en mangd, den &r liksom
O " for stor”.

Trots att O inte ar en valordnad méngd ar den tillrackligt valordnad for att
tillata induktion och rekursion. Detta kallas transfinit induktion och trans-
finit rekursion:

Sats (transfinit induktion):
Lat P vara en egenskap. Om det for alla o € O ar sant att

Om Pg géller for alla § < «, sa galler Pa,

sa galler Pa for alla o € O.
Villkoret kan med predikatlogik formuleras V3 (8 € a— P(3) — Pa.
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Bevis: Antag for att fa motséigelse att det finns ett v € O sa att P~y inte
giller. Méangden S(v) = v U {y} dr da vilordnad (ett ordinaltal, ju) och
{B € S(v) | PP falsk } ar en icke-tom delméngd. Kalla dess minsta element
a. Da ar Pf sann for alla 8 € O med < a (dvs for alla § € a) och Pa falsk,
motsagelse.

For att beskriva transfinit rekursion infor vi begreppet en transfinit foljd.
For a € O ar en transfinit foljd av langd o detsamma som en funktion
definierad pa «. En transfinit f6ljd av langd w ar speciellt en ”vanlig” oandlig
foljd.

Med en operation F' avser vi har "nagot” som till varje element z i en klass
tillordnar ett entydigt vérde F'(z) av nagot slag. Skillnaden mot en funktion &r
alltsa bara att vi forsutsitter att funktioner dr definierade pa (och tar virden
i) méngder.

Om F &r en operation definierad pa O ar speciellt F|, en funktion (definierad
pa «).

Sats (transfinit rekursion):

Lat G vara en operation definierad pa alla transfinita foljder. Da finns en
entydig operation definierad pa O som uppfyller

Fa) = G(Fla)
for alla o € O.

xBevis: Lat operationen GG vara given som i satsen och Pa vara pastaendet
att det finns precis en funktion f,, definierad for 5 < « (dvs pa S(«)), sa att
fa(B) = G(falp) for alla § < .

Vi skall forst visa att Pa ar sann for alla a € O.

Entydigheten: Antag att fi, foa, definierade pa S(a) bada uppfyller villkoret.
Om fia(7) = foaly) for alla v < 8 < «, far man (eftersom fio 3= f2a|g)
att fia(B) = G(fialg) = G(f2alg) = f2a(B), sa med induktion 6ver S(a) att
f1a(B) = fou(B) for alla 8 < «a, dvs f, ar unik om den finns. Det foljer att om
bade fg och f, som ovan finns och 8 < a, sa ar fz(y) = fa(7y) for alla v < .
fals(g) uppfyller ju villkoren som entydigt definierar fg.

Antag nu att PG &r sann for alla 6 < «. Om vi darur visar att Pa ar sann,
foljer det med transfinit induktion att P« verkligen &r sann for alla o« € O.
Definiera f, sa: fala ges av fo(B8) = f3(8) da B < o och sedan fo () = G(fala)-
fa(B) = G(falp) ar da uppfyllt for 8 < a eftersom fo(8) = f3(8) = G(fslp) =
G(falp) och for f = a p.g.a. definitionen av f,(a). Det ar klart, Po &r sann
for alla o € O.

Definiera nu operationen F for o € O enligt F'(a)) = fo(a). Om 5 < « géller da
F(B) = f3(B) = fa(B), dvs Fla= fala. S& F(a) = fa(a) = G(fala) = G(Fla).

Att det bara finns en sadan operation F' foljer som for f, i beviset.

I nésta avsnitt skall vi anvanda transfinit rekursion for att definiera summor,
produkter och potenser av ordinaltal.

K4.1.5 Aritmetik for ordinaltal

For att formulera rekursion over O, dvs beskriva operationen G, ar det ofta
praktiskt att skilja mellan tre typer av ordinaltal:
1. Talet 0.
2. Efterfoljare, dvs a sa att det finns § med o = S(f). Exempel ar alla
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nollskilda naturliga tal, w +1 = S(w), wW? + w +5 = S(w? + w + 4).

3. Gransordinaltal, dvs resten. Man ser att a ar ett gransordinaltal precis
om «a # 0 och « =supa(=sup{f | 8 € a} = Ua). Exempel ar w,w - 2, w*.
Varje ordinaltal ar tydligen av precis en av typerna 1,2,3.

Vi definierar nu aritmetiska operationer pa O rekursivt. Definitionerna ar
forstas valda sa att operationerna for dndliga ordinaltal (dvs naturliga tal)
sammanfaller med de vanliga (for addition och multiplikation innebér det att
vi aterfinner nagra av Peanos axiom i definitionerna av rekursionen). Som vi
skall se galler dock inte alla vanliga rakneregler for oandliga ordinaltal.

Addition av ordinaltal:
For alla o € O: a+0=«

a+f=5(a+7), B=2S(7)
a+ [ =sup{a+~v|v €}, [ ettgransordinaltal

Ex. a+1=a+5(0)=S(a+0) = 5(a) (skont).
l+w=sup{l+n|n€w}=w+#w+1, sa addition ar inte kommutativ
pa O.
For alla a, 8 € O galler,

a+pB=aU{a+v]|vyef}

Detta uttryck kan tas som en alternativ rekursiv definition av addition i O.

Bevis: Lat f(a, ) =aU{a+~v]|v € G}

Vi skall visa att o + 3 = f(a, 3) for alla o, 8 € O.

Antag att o + v = f(«, ) for alla y € 5.

Forg=0farman a+0=a=aU@Z=aU{a+7v]|v €0} = f(«a,0),
for g = S(9) fas (eftersom 6 € B) a+8 = S(a+9d) = (a+5)U{a+d} = aU
{at+y|yedtu{atdt =aU{aty [y € dU{d}} = fla,5(9)) = fla, B)
och

for § ett gransordinaltal fas (eftersom UG = ) a+ 5 =sup{a+v | v €
3} = Uses(@+7) = Unesl@ U{a+ 16 € 7}) = aUU,sla+0 | d e
Tt=aU{a+td|deUprt=aU{a+d|deUst=aU{a+d|d€
B} = fla, B).

Med transfinit induktion 6ver 3 fas pastaendet.

Detta ger 0+ 5 = (vilket forstas inte ar sjélvklart),

ty antag att 0 + v =~ for alla v € (.
Dafas 0+ =0U{0+~|vye€p}=2U{y|~y e f} = 0. Pastaendet foljer
med induktion.
Vidare fas o+ (8+7v) = (a+ 5) +, dvs addition &r associativ i O,

ty Antag for induktion att o + (8 + () = (o + ) + ¢ for alla ¢ € ~.
Dafas a+(f+7v) = aU{a+d |0 € (B+7)} =aU{a+d |0 € fU{G+(]|
(e} = aUfatd |6 e Blulat(540) | €€} = (a+B)Ul(atB)+C ]
¢ €~} =(a+ )+ . Pastaendet foljer med induktion.

Och vidare
sa+ i <a+fy & [i <o
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ty Om [y < o galler By € fo, sa a+ 1 € a+ fs, dvs a+ 1 < a+[s.
Om a andra sidan 3; £ (s géller By < (y eller B = Fs, sa a+F < a+5;
eller a + 31 = a+ (o, sa a+ f1 £ a+ Bs.
eat+fi=a+f & [ =/[o,
tyom (31 # By giller 31 2 B, sa a+ B 2 a+Fy, dvs a+ 1 # a+ B,
om 31 = (3, géller forstas a + 51 = a + [s.
e <y = o+ 0 < ay+ [,
ty Lat a; < ap och antag att a; +v < ag + v for alla v € 3.
Da fas ay C ap. Vidare for alla vy € 8, a1 +v < as +7 € as + 3, sa
a;+7 € az+ (. Saledes a1 + f=a1U{ay +v | v € B} Cay+ 0.
Induktion.
Det ar inte heller svart att se att additionen i O dverensstammer med + mellan
ordnade mangder som definierades i materialet K1.

Multiplikation av ordinaltal:
For alla a € O: a-0=0
a-f=a-v+a B=5()
a-f=sup{a-v|v € B}, [ ettgransordinaltal
Ex. a-1=a-50)=a-0+a=0+ a = «, som véntat.
2cw=suwp{2'n|nevt=wHFw-2=w-5(1)=w-l4+w=w+w,sa
multiplikation ar, som addition, inte kommutativ pa O.

For alla o, 8 € O galler,

a-f={a-0+v|v€wdef}
Detta uttryck kan tas som en alternativ rekursiv definition av multiplikation i

0.

Bevis: Lat g(a,8) ={a-d+~|v € a,d € p}.

Vi skall visa att o - 3 = g(«, ) for alla «, 5 € O.

Antag att - § = g(«, d) for alla 0 € .
Forg=0farmana-0=0=2@={a-d+v|v€a,d € F} = g(c,0),
for 5= S(() fas (eftersom ( € f) a-B=a-(+a=(a-)U{a-C+7|
veat={a-n+ylveaneU{a-C+ylyeat={a-n+y[7E
a,n € CU{CH ={a-n+7]v€amnep}=g(a,fB) och

for 3 ett gransordinaltal fas (eftersom U3 = ) a- 3 =sup{«a-0 | € B} =
Usesla-d) = Usepla-CHr v €a,(ed ={a-(+y|v€a, (€U} =
{Oé'<+’)/|’}/606,<€ﬁ}:g(06,ﬁ)-

Med transfinit induktion 6ver [ fas pastaendet.

Potenser av ordinaltal:
Forallaa€e O: a=1

o = a0, 5= 5(v)

o? =sup{a” |y € B8}, B ett grinsordinaltal
Fortsattning foljer...



