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KOMPLETTERINGSMATERIAL TILL KURSEN 5B1928 LOGIK FOR D1:
K1 Nagot om axiomatisering och Peanos axiomsystem

Dessa sidor beror delar av logiken som ar lite mer teoretiska, och kanske
"svarare”, an de vi hittills sysslat med. Vi har tidigare i kursen lart oss hur man
kan harleda sentenser ur andra sentenser och att bestdémma sanningsvérden for
sentenser i en given tolkning. Man kan saga att vi nu skall "hoja oss” lite och
betrakta egenskaper under harledning hos sentensmangder och modeller for
sentensmangder, dvs tolkningar som gor alla sentenserna sanna. For oss ar
Peanos axiomsystem och Q-axiomen de viktigaste exemplen, se nedan.

Som tidigare i kursen (men inte i Forbes bok) kommer vi att anvénda predikat-
logik med n-stalliga funktionssymboler. Vi paminner oss att det da i det
logiska spraket finns, utover n-stéalliga predikatsymboler och individkonstan-
ter (vilka kan betraktas som 0O-stilliga funktionssymboler) som vi haft tidi-
gare, ocksa funktionssymboler f,g,..., var och en med sin ”stéllighet”. Om
f t.ex. ar en 2-stallig funktionssymbol &r f(a,b), f(a,a), f(x,c), f(f(z,y),x)
alla termer, dvs de kan sta i samma positioner i predikatlogiska formler som
individkonstanter och individvariabler. En tolkning J tillordnar symbolen f
en funktion f? (som vi ocksa kan kalla Ref(f)) av tva variabler i doménen D,
med varden i D.

Begreppen modell och teori:

Definition:

En tolkning J &r en modell for en mangd sentenser A om J ger alla sentenser
i A sanningsvardet 1.

Vi kan ocksa uttrycka detta som att J satisfierar A (A behover inte vara
dndlig, vi kan ocksa ha en odndlig méngd sentenser).

Definition:
En méngd sentenser 7 som ar sluten under harledning kallas for en teori.

Villkoret &r alltsa att varje sentens som kan hérledas (med naturlig deduktion,

ség) fran sentenser i 7 tillhér 7. Med symboler: 7 + ¢ = ¢ € 7. Speciellt
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ingar alla teorem i alla teorier (teorem &r ju sentenser som kan hérledas fran
vilken sentensméngd som helst).

Definitionen tar bara fasta pa vilka sentenser som teorin pastar gélla, inte ”in-
nehallet”, vad det handlar om.

Exempel pa teorier:

e Mingden av alla véilformade sentenser i nagot predikatlogiskt sprak ar
sluten under hérledning. Den utgor alltsa en teori (teorin som séger
att allt géller, ”anything goes”).

e For en tolkning J finns en motsvarande teori 75 som bestar av alla
sentenser som ar sanna i J. Sundhetssatsen for naturlig deduktion
medfor ju att alla sentenser som kan héarledas fran sentenser som ar
sanna i J ocksa ar sanna i J.

e Om man utgar fran en godtycklig mangd sentenser A och later 74 vara
alla sentenser som kan hérledas fran A, 74 = {qg : A ¢}, blir detta
en teori.

Viktiga egenskaper for teorier:

e 7 idr konsistent om A ¢ 7, dvs precis om det inte for nagon sentens
p géller att bade p och ~p ligger i 7. Den enda teori (6ver ett givet
sprak) som inte &r konsistent &r teorin som innehaller alla valformade
sentenser i spraket (varfor?). Enligt sundhets- och fullstdndighetssatsen
ar en teori konsistent om och endast om den har en modell, dvs en
satisfierande tolkning.

e 7 ir fullstindig om det for varje sentens p géller att (minst) en av p
och ~p tillhér 7. Det finns alltsa inga sentenser i spraket som teorin
"saknar asikt om”. Alla modeller for en fullstéandig teori ger samma
sanningsvarden till alla sentenser i spraket.

e 7 ar axiomatiserbar om det finns en avgérbar mangd sentenser A
saatt 7 = {qg: A F ¢} A kallas ett axiomsystem for teorin,
sentenserna i A kallas axiom. Att A ar avgorbar betyder att det finns
en algoritm for att avgéra om en given sentens tillhoér A eller inte. Vi
ger hér inte en exakt definition av vad en algoritm éar.

Ett axiomsystem kallas konsistent eller fullstandigt om motsvarande teori ar
konsistent respektive fullstindig. Axiomen i A sdgs vara oberoende om
det inte gar att hirleda nagot av dem fran de 6vriga, dvs om A \ {p} ¥
p forallap € A. For att visa detta riacker det att finna en tolkning som
satisfierar A ~\ {p} men inte p.



Exempel pa axiomsystem:
1. Axiomen for en linjért (strikt) ordnad méangd:

Sprak:
en tvastéllig relationssymbol <
(som vanligt i matematiken skriver vi x < y i stéllet for <zy.)

Axiom:

<l Vx ~z <z < ar irreflexiv,

inget element ar mindre an sig sjalv
<2 VaVyVz((r<y&y<z)—x<z) <Aar transitiv
<3 VaVy(r<yVae=yVy<uz) av tva olika element ar

alltid ett mindre an det andra

Exempel pa linjért ordnade méngder (dvs modeller for dessa axiom):
e D =7 ={.,-3,-2,—1,0,1,2,3,...}, heltalen, med < tolkad som
"mindre an”
e D=10,2] ={zr e R:0 <z <2} alla reella tal mellan och med 0 och
2, < ater tolkad som ”"mindre an”
e Ett mera ”exotiskt” exempel: D = Q = {%, %, _77, %, ...}, de rationella
talen, med < tolkad sé: ¥ < ™ <« (I < neller (I =noch k < m)),
dar k,l,m,n ar heltal sadana att [ och n bada &r storre an 0 och k.,
och m,n parvis saknar gemensamma primfaktorer
e D =RyUZ, dir Ry och Z; &r tva ”disjunkta kopior” av R och Z (dvs
Ry och Z; ”ser ut” precis som R och Z, men RyNZ; = &) och a < b
precis om a € Ry och b € Z; eller a < b i Ry eller Z,
(")vningar
<1. Vilka av foljande tolkningar satisfierar axiomen <1 — <37
a) D=N=1{0,1,2,3,...}, de naturliga talen, < tolkat som ”storre &n”.
b) D ={a, 8,7}, Ext(<) = {(a, 8), (5,7), (v, @) }.
c) D =N~ {0} ={1,2,3,...}, de positiva heltalen, a < b tolkat som ”a # b
och b ar (jamnt) delbart med a.
<2. Visa att axiomen <1 — <3 &ar oberoende. [Ledning: for att visa att ett axiom
ar oberoende av de 6vriga, dvs inte kan héarledas fran dem, racker det att finna en
modell f6r de dvriga som gor det falskt.]
<3. Visa att sentensen YV Vy (r < y— ~y < x) foljer ur axiom <1 och <2.
En linjar ordningsrelation &r alltsa asymmetrisk.
<4. Ar teorin som ges av axiomen <1 — <3 fullstandig?
<5. Visa att om A = (A, <,),B = (B, <) ar tva modeller for axiomen <1 —
<3, med doménerna A och B disjunkta, &r A+ = (AU B, <) ocksa en modell
om < definieras enligt: x < y precis om nagon av foljande géller 1) x € A och
y€ B,2)x,y € Aochx <, yeller 3) z,y € B och x <, y. Ordningen innebér
alltsa att ”forst kommer A och sedan kommer B”.
<6. Lat ater A = (A, <,),B = (B, <p) vara tva modeller for axiomen <1 —
<3 och definiera A x B till att vara den tolkning som har domén A x B =
{{a,b) | a € A,b € B} och {(ay,b)) < (as, be) precis om antingen b; <, by eller
b = bg och a; <g Q9.
Visa att 2 x B ocksa ar en modell for axiomen <1 — <3.
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2. Axiomen for en grupp

Sprak:

en individkonstant (dvs en O-stéllig funktionssymbol) e

en 1-stallig funktionssymbol ~! (vi skriver t.ex. 7! i stallet for ~1(x).)
en 2-stéllig funktionssymbol * (vi skriver t.ex. x * y i stéllet for x(x,y).)

Axiom:
Gl VaVyVz(z*xy)*z=uxx*(y=*z) associativitet
G2 Vz(zsxe=z&exz=1x) e ar identitetselement
G3 Vr(xxxt=e&a'xx=¢) ~!geren invers

Exempel pa grupper:
e D=7Z=1{.,-2,-1,0,1,2,3, ...}, med Ref(e) = 0, addition som * och
teckenbyte som ~!
e D = {alla inverterbara n x n - matriser}, med e tolkad som I, enhets-
matrisen, * som matrismultiplikation och ~! som matrisinvers
e D = {alla stela avbildningar som avbildar en kvadrat pa sig sjilv},
med e tolkad som identitetsavbildningen, % som sammansattning av
avbildningar och ~! som invers avbildning
(")vningar
G1. Vilka av foljande dr grupper (dvs modeller fér gruppaxiomen)?
a) D = {1,i,—1,—i}, e tolkad som 1, * tolkad som multiplikation av komplexa
tal, 7! tolkad som invertering av tal.
b) D =Z, e tolkad som 1, * tolkad som multiplikation av hela tal.
c) D = {1}, e, *,7! tolkade pa de enda sitt som gar.
G2. Visa att sentensen VrVydzx x z = y foljer ur gruppaxiomen, dvs att
den ar sann i alla grupper. Man kan alltsa dividera godtyckliga element fran
véanster 1 en grupp (och ocksa fran hoger).
G3. Visa att axiom G3 ar oberoende av de 6vriga axiomen. [Ledning: 6vning
G1b.]
G4. Ar teorin som ges av axiomen G1 — G3 fullstandig? [Ledning: kan sentensen
VzVyx xy =y *x eller dess negation harledas fran axiomen?]



Om isomorfi mellan tolkningar

Exempel

Betrakta tolkningarna J; med domén D; = {0,3,17}, < tolkat som ”mindre
dn” och J5 med domén Dy = {@,{3,(},{a, 5,d,(}}, < tolkat som C. Dessa
tolkningar ar tydligen bada modeller for axiomen <1 — <3, men dessutom ar
de "valdigt lika”, varje element i D, kan paras ihop med precis ett element i Dy
(ndmligen 0 — &,3 — {0,(}, 17 — {«, 3,0,(}) sa att motsvarande element
har motsvarande relationer i de olika tolkningarna (t.ex. motsvarar 3 < 17 och

{B,¢} € {a,B,9,(} varandra).

Da vi talar om olika tolkningar av ett logiskt sprak menar vi i allménhet
vasentligen olika, dvs om tva tolkningar har doméner dar elementen motsvarar
varandra enentydigt och samma relationer, funktionssamband etc galler mel-
lan motsvarande element i tolkningarna, vill vi inte skilja mellan dem. Detta
gors exakt i det matematiska begreppet isomorfi.

Definition:

Tva tolkningar J; och Jy av samma logiska sprak med doméner D; och Dy
sags vara isomorfa, J; = J5, om det finns en isomorfi mellan dem, dvs en
bijektion ¢ : D1 — Do som "bevarar strukturen”:

(1) For varje n-stéllig relationssymbol R i spraket och aq,...,«, € Dy,
R%a;...a, & RZp(a))...o(a)
(2) For varje n-stéllig funktionssymbol f i spraket och oy, ..., «a, € Dy,

Qp(fjl (ab s ’O‘n)) = fj2<90<a1)7 SRR @(an))

(3) For varje individkonstant ¢ i spraket,

p(c™) =c*

Hir star R”, f7,¢” for tolkningarna av R, f,c i tolkningen J och att ¢ &r en
bijektion betyder att varje element i Dy ar p(«) for exakt ett o € Dy, dvs ¢
"parar ihop” elementen i D; enentydigt med elementen i Ds.

Idén ar alltsa att elementen 1 D; har samma samband som definieras av tolknin-
gen som motsvarande element i Dy, de kan ses som tva olika representanter
for samma ”abstrakta tolkning”. Ett svenskt ord for isomorfi (relationen, inte
funktionen) &r strukturlikhet.

Det &r inte svart att inse att isomorfa tolkningar ger samma sanningsvarden till
alla sentenser i spraket. Mindre klart ar kanske att det omvéanda inte géller,
man kan ha olika, icke-isomorfa, tolkningar som ger samma sanningsvarden
till alla sentenser (sadana tolkningar kallas ekvivalenta, betecknat J; = J.
J1 = 7, dr alltsa ett starkare villkor &n J; = J,.).

Relationen = mellan tolkningar &r reflexiv (isomorfi mellan J och J: iden-
titetsfunktionen I(a) = «), symmetrisk (om ¢ ger isomorfin J; = Jy ger den
inversa funktionen ¢! isomorfin Jo = J;) och transitiv (om ¢ ger isomorfin
J1 = J5 och ¢ ger isomorfin Jy = T3, ger sammansattningen 1y isomorfin
J1 2 J3). = ar alltsa en ekvivalensrelation mellan tolkningar. Da vi stud-
erar en teori ar vi oftast bara intresserade av ekvivalensklasser av tolkningar.
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For att visa att tva tolkningar ar isomorfa racker det att finna en isomorfi
¢ (och visa att den verkligen ar en isomorfi).

For att visa att tva tolkningar inte ar isomorfa ar det tillrackligt att finna en
sentens som &ar sann i den ena tolkningen men inte i den andra. Enligt ovan
finns det fall nir detta inte &r mojligt, ndmligen om tva tolkningar ar ekviva-
lenta utan att vara isomorfa.

Exempel pa isomorfa tolkningar:
e J;,Jy0chJ3givnaav D; =N={0,1,2,...}, Dy =2N ={0,2,4,...},
D3 ={2,8,18,32,...} och < tolkad som "mindre &n” i alla tre fallen,
ar tre isomorfa modeller for axiomen <1 — <3. Isomorfier ¢ : D1 — Dy
och ¢ : Dy — Ds3 ges av p(n) = 2n,%¢(n) = 2(n + 1)?, man ser ju att
¢ ar en bijektion fran D; till Dy och att m <n < ¢(m) < ¢(n) och
motsvarande for 1.
e J; och Jy givna av Dy = R, = {z € R | z > 0}, Dy = R, de reella
talen, med e tolkat som 1 respektive 0, ~! enligt 271 = % respektive
—x, % som X respektive + ar isomorfa grupper, dvs isomorfa modeller
for axiomen G1 — G3. En isomorfi ges av p(z) = logz. T.ex. é&r
ju p(zy#7 x5) = log(z1mz) = logz; + logwy = ¢(x1) %7 p(z3) och
p(e”) = (1) =logl =0 = e™.
e Om 2y, 2As, B, By ar modeller for axiomen <1 — <3, sadana att A; =
s och B = B, galler ocksa att Ay +B; = Ay +B5. Om p, och ¢, ger
isomorfierna mellan 24,2, respektive B1,B,, ges en isomorfi mellan
A, + B och Ay + By av ¢, given av p(z) = .(r) om = € A; och
o(x) = @p(x) om z € By. Man kan verifiera att x <; y < () <2
o(y).
Genom att anvdnda detta kan man ocksa definiera 2 + B (pa isomorfi
nér) dven om A och B inte ar disjunkta, ersitt t.ex. 2 med en isomorf
tolkning vars doméan A ar disjunkt med B:s doméan B.
Ovningar
Isol. Visa att J; och Jy ar isomorfa grupper, och ange en isomorfi ¢ mellan
dem.
J;y ges av Dy = {1,4,—1,—1i}, e tolkad som 1, x tolkad som multiplikation av
komplexa tal, ~! tolkad som invertering av tal.
Jg ges av Dy = {£(§9), £ (%)}, e tolkad som (} ), = tolkad som matris-
multiplikation och ~! tolkad som matrisinvers.
Iso2. Lat A = (A, <,),B = (B, <p) vara som i évning <5 ovan. Visa med ett
motexempel att 2 4+ B och B + A inte alltid &r isomorfa.
[Gar det med #ndliga méngder A, B?]
Iso3. Betrakta ater 2,8 som i <5,6.
Visa med ett motexempel att A x B och B x A inte alltid ar isomorfa.



Peanos axiom for de naturliga talen

Peanos axiom beskriver de naturliga talen. Da vi studerar dem har vi alltsa en
viss tolkning (standardmodellen N) i tankarna. Vi vill hirleda egenskaper
for de naturliga talen ur axiomen, darmed slipper vi att syssla explicit med den
oandliga doménen. Helst vill vi forstas att alla satser som géller for naturliga
tal skall kunna bevisas med dessa axiom, dvs att det skall vara ett fullstandigt
axiomsystem.

Peanos axiom

Sprak (tolkningen i standardmodellen inom [ |):

en 0O-stéllig funktionssymbol (dvs en individkonstant) 0 [talet O]

en 1-stéllig funktionssymbol S [nésta tal]

tva 2-stalliga funktionssymboler + och * [addition och multiplikation)]
(vi skriver t.ex. & 4+ y och x * y i stéllet for +(z,y) och *(x,y).)

Axiom:
P1 VaVy(S(z)=Sy)—z=1y) olika tal har olika efterfoljare
P2 VzS(z)#0 0 &r inte efterfoljare
P3 Vex+0=x rekursiv definition av +, bas
P4 VaVyz+ S(y) = S(z+y) rekursiv definition av +, steg
P5 Vxaxx0=0 rekursiv definition av *, bas
P6 VaVyx*S(y)=(rxxy)+=x rekursiv definition av *, steg

P7 V2z..¥2,((¢0 & Yz (¢px— ¢S(2))) =V ¢x) induktionsaxiom
I P7 ar ¢x en godtycklig formel med alla fria variabler bland «, z1, ..., z,. P7 ar alltsa
egentligen ett oandligt antal axiom, ett s.k. axiomschema. Vi kommer bara att
behova fallet n = 0.

Ovningar

P1. Visa med Peanos axiom (eller Q-axiomen, se nedan) och naturlig deduk-
tion att 1 + 1 = 2. (1 betyder S(0) och 2 betyder S(1).)

P2. Visa att foljande foljer ur Peanos axiom (det kravs inte ett formellt bevis
med naturlig deduktion, det kan bli for langt)

a)Ve0+z ==z

b) VaVyy + S(x) = S(y) + .

c) VeVyz +y=y+z.

d) Vz (z # 0—3Jyz = S(y)), dvs axiom Q7 nedan.

e) Vz S(0) xz = z.

Man far i varje deluppgift anta att de féregaende i listan redan visats.

Ett svagare system av axiom an Peanos ar de s.k. Q-axiomen. De ar
svagare an Peanos axiom i betydelsen att allt som kan visas med dem ocksa
kan visas med Peanos axiom (dvs alla Q-axiomen kan hérledas fran Peanos
axiom), men inte tviartom. Q-axiomen kommer vi att stota pa igen da vi talar
om Godels ofullstandighetssats.
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Q-axiomen

Sprak: som for Peano

Axiom:
Q1
Q2
Q3
Q4
Q5
Q6
Q7

Vo S(z) #0

Vexx0=0

Ovningar

Vay (S(z) = S(y)—=

Vex+0==x
VaVyz + S(y) = S(z +y)

Y)

VeVyax x S(y) = (z*xy) +x
Vo (z #0—3Jyx = S(y))

=P1
=P2
=P3
=P4
=P5
=P6

alla utom 0 ar efterfoljare

Q1) Visa att foljande inte foljer ur Q-axiomen:

a) Ve o # S(x)

b) VaVyzx +y =y +x
c) VaVyVzax + (y+2) = (x +y) + 2

d)Ve0+z ==z
e)VeOxz=0
f) VaVyVez x (y+ 2) = (z xy) + (z % 2)
Ledning: betrakta tolkningen D=NU{a,p}, a#p, «of¢N
x| S(x) +| n o p x10 j o f
nin+1 m|i m+n 0 « 0/0 0 o

al « « « 0 « 110 i-j a f

gl B gl 6 0 «a al0 5 5 0

610 a a «
n €N m,n € N i, €N; 4,7#0



Om valordnade mangder
Detta avsnitt ingar inte i ” A-delen” av kursen

Vi later i fortsattningen w, ¢, n beteckna de naturliga talen N, heltalen Z och
de rationella talen Q betraktade som linjart ordnade mangder med den
vanliga ordningsrelationen <.

Exempel

w och ( &r inte isomorfa, ty t.ex. ar JzVy (xr # y—x < y) sann i w och falsk
i (. Sentensen sager ju att det finns ett minsta element, vilket det gor i w
(ndmligen 0) men inte i .

Lat A vara den linjirt ordnade méngden {x | x € Q, = > 0}. Da har A
ett minsta element (0), men w och A &r inte isomorfa, ty for w géller att varje
delméngd har ett minsta element, men det galler t.ex. inte for delmangden

{z |z €Q, z> 0} till A

Den senare egenskapen har visat sig vara sa viktig att man har gett den ett
eget namn, valordning. Vi kommer att anvinda den da vi skall tala om
mangdlara senare i kursen.

Definition:
En linjart ordnad méngd X sdges vara vilordnad (eng. well-ordered) om
varje icke-tom delméngd till X innehaller ett minsta element.

Definitionen séger alltsa att for alla delmangder A till X géller
JrreA—-Jr(r e A&Vy((lye A&k x#y)—ax<y)).

Vi skall se i avsnittet om kompakthetssatsen att det inte gar att uttrycka detta
villkor helt som en sentens i forsta ordningens predikatlogik, uttrycket ”for alla
delmangder A” kraver ett ”starkare sprak”.

w ar valordnad, men det ar varken ( eller 7.

Varje dndlig linjart ordnad méngd ar vélordnad (visas t.ex. med induktion
over antalet element).

I sjalva verket ar varje delmangd till en vélordnad mangd vélordnad. Om
Y C X, X vilordnad, ar ju en icke-tom delméangd till Y ocksa en icke-tom
delméangd till X och har alltsa ett minsta element.

Om X ér en linjart ordnad méngd och a € X kallas méngden X, = {z €
X | x < a} ett (inledande) segment av X. Om X &r vélordnad &r X, ocksa
valordnad.

Om X ar en oandlig valordnad mangd, kan vi definiera en funktion ¢ : w — X
enligt »(0) = X:s minsta element, p(1) = det minsta elementet i X \ {¢(0)},
©(2) = det minsta elementet i X \ {(0), (1)} etc. Eftersom X &r oéndlig
"tar det inte slut”, vi far en funktion definierad pa hela w.

Om varje element i X &r ¢(n) for nagot n € w, ger ¢ en isomorfi mellan w och
X. Annars finns det ett minsta element u € X (vélordning!) som inte &r p(n)
for nagot n. Da ger ¢ en isomorfi mellan w och segmentet X,. I bada fallen
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ar alltsa w isomorf med "borjan” av X, antingen hela X eller ett segment av
den.

Om w &r isomorf med ett segment av X och resten av X ocksa ar oandlig, kan
man pa samma sitt se att X ”innehaller” tva kopior av w som inledning etc.
Detta leder oss ocksa till en oéndlig valordnad méangd som inte ar isomorf med
w. Lat o’ vara wU{®} med < definierad som vanligt pa w och med n < ® for
alla n € w. W ar da valordnad, ty om A &r en icke-tom delméngd till w’ och
A # {O} ar det minsta elementet i w N A ocksa det minsta elementet i A och
om A= {O} dr ® minst i A. o’ &r inte isomorf med w, ty w’ har ett storsta
element (®), men det har inte w.

Ett viktigt skal till intresset for valordnade mangder ar att induktion och
rekursion fungerar pa dem:

Sats: (Induktion pa en vilordnad méngd)

Lat X vara en vélordnad mangd och P en egenskap pa X.
Om det for alla a € X géller Vx (r < a— Pz)— Pa,

sa galler Pz for alla x € X.

Bevis: Antag motsatsen, dvs att méngden = € X sa att Pz inte géller inte ar
tom. Da finns det p.g.a. valordningen ett minsta sadant element, kalla det a.
Eftersom Px géller for alla z som &r mindre &n a, giller Vx (z < a — Px), sa
enligt forutsattningen Pa, motsigelse. Antagandet att det finns z € X sa att
Pz inte galler ledde till motségelse, sa Px géller for alla z € X. O

Observera att vi inte behover nagon sarskild "bas” for induktionen, om z
dr det minsta elementet i X ar x < z falsk for alla x € X, sa Vo (r < z— Px)
sann. Saledes foljer Pz ur forutsattningen.

Vi kan heller inte formulera villkoret som vi brukar for induktion over de
naturliga talen. Visserligen finns det for alla element z € X utom det sista
(om det finns ett sista) en efterféljare S(z) (det minsta elementet som &r
storre dn x), men eftersom inte alla element behdver vara efterfoljare till nagot
ricker det inte att forutsétta Pz och Va (Px— PS(x)), for att fa Vo Px. 1 &'
ovan t.ex. kan vi inte dra slutsatsen P®.

Antagandet om vélordning ar viktigt. Om X = {x € n | * > 0} ar X
inte valordnad och t.ex. Px : x < 1 uppfyller villkoret, men inte slutsatsen, i
satsen (tank efter!).

For naturliga tal ar vi vana vid att definiera funktioner rekursivt.

Om vi har nagon regel (en funktion) som bestdmmer f(n) sa snart vi vet alla
tidigare vérden for f (speciellt vet vi f(0)), sa bestdms f entydigt for alla
n € N.

Motsvarande visar sig gélla for alla valordnade mangder:

Sats: (Rekursion pa en vilordnad méngd)

Lat X vara en vélordnad méangd och Y en méangd.

Givet en funktion g som till ett element a € X och en funktion definierad pa
segmentet X, ordnar ett element i Y, finns en unik funktion f: X — Y som
uppfyller

(%) fla)=g(a, flx,), forallaae X.
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Hér betecknar f |y, restriktionen av f till segmentet X,, dvs den funktion
pa X, som for x € X, tar vardet f(x).

Beuviset sker i tre steg:

1. Entydigheten. Lat fi, fo : X — Y bada uppfylla (%) for alla a € X.

Om fi(x) = fo(x) for alla x € X, fas f1(a) = g(a, fi|x,) = g9(a, f2|x,) = f2(a).
Med induktion fas att fi(z) = fo(x) for alla z € X.

2. Detta géller: Om for alla a € X finns en 16sning f, till (%) pa X, sa finns
en losning till (%) pa hela X,

ty om a,b € X, a <b, ar f, och f,|x, tva losningar till (x) pa den vélordnade
méngden X,. Enligt 1. ar da f,(z) = fo(x) for alla z € X, sa alla f, tar
samma véarde dar de ar definierade. Detta definierar en funktion f pa hela X
utom ett eventuellt sista element. Dér definieras f direkt av (). Om a < b
fas f(a) = fola) = g(a, fy|x,) = g(a, f|x,), sa f ar en losning till (%) (enligt
definition ocksa for ett storsta element i X).

3. Visa att villkoret i 2. ar uppfyllt, dvs att det for alla a € X finns en 16sning
fa till (%) pa X,.

Lat Pa vara : ”(x) har en l6sning pa X,”.

Enligt 2. géller Vx (x < a— Pz)— Pa, sa med induktion fas Px for alla x € X
och saken ar klar! O

Kaéndes beviset onddigt tillkranglat? Téank efter varfor stegen behovs!

(")vningar

Vol) Visa att en linjdrt ordnad méngd X &r vélordnad om och endast om
varje strikt avtagande foljd av element i X ar andlig.

Vo2) En linjar ordning < pa en méangd X kallas tat om det for tva godty-
ckliga olika element i X finns ett element strikt mellan dem, dvs VaVy (z <
y— 3z (r < 2 & z < y)). Visa att en tit ordning pa en mangd med minst tva
element inte kan vara en valordning.

Vo3) Visa att om X, Y &r vilordnade &r X +Y (definierat i 6vning <5) ocksa
valordnad.

Vo4) Visa att om X, Y &r vilordnade d&r X x Y (definierat i 6vning <6) ocksa
valordnad.
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Svar och anvisningar till en del av ovningarna

O <1. a) Ax <1 ok, inget tal ar storre an sig sjilv. Ax <2 ok, om a &r storre
an b och b ar storre an ¢ ar a storre an c. Ax <3 ok, for alla tal a och b géller
antingen att de ar lika eller att ett av dem ar storre an det andra.

b) Ax <1 ok, ty (£,€) ¢ Ext(<) for £ = «, 5,7 i denna tolkning. Ax <3 ok,
for varje par av olika element i D géller olikhet at ett hall. Men ax <2 ar inte
satisfierat i denna tolkning: a < b och b < ¢, men inte a < c.

c) Ax <1 ok enligt tolkningen av <. Ax <2 ok, om a &r en delare till b som
ar en delare till ¢, r a ocksa en delare till ¢. Men ax <3 ar inte satisfierat i
denna tolkning: 2 och 3 ar olika element i DD, men ingen av dem ar en delare
till den andra.

O <2. Tolkningen D = {a}, Ext(<) = {(a,a)} satisfierar ax <2 och ax <3,
men inte ax <1, sa ax <1 ar oberoende av de Gvriga.

Tolkningarna i 6 <1 b) och c) visar att ax <2 respektive ax <3 dr oberoende
av de andra tva.

O <3. Antag att a < b och b < a. Da vore enligt ax <2 ocksa a < a, vilket
motsdger ax <1. Saledes géller a < b— ~b < a.

O <4. Sentensen p : Iz Vy (y = xVax < y), dvs "det finns ett minsta element i
tolkningen”, ar sann i tolkningen D = N, < tolkas som "mindre an” och falsk
i tolkningen D = Z, < tolkas som "mindre &n”. Saledes ar varken ~p eller p
en logisk f6ljd av axiomen och kan da inte heller harledas fran dem. Axiomen
ar alltsa inte fullstandiga.

O <5. Ax <1 ok, ty a < a strider mot ax <1 i antingen 2 (om a € A) eller
i% (oma € B). Ax <2 ok, ty antag att a < boch b < c¢. Om da a € B fas
b,c € B och a < c foljer fran ax <2 for B och pss om ¢ € A fas a,b € A och
a < c fran ax <2 for A. I det aterstaende fallet a« € A, ¢ € B galler ocksa
a < c enligt definitionen av < i 2A+B. Ax <3 ok, ty om a,b € Aeller a,b € B
fas det ur ax <3 i A respektive B och annars géller a < b eller b < a.

O <6. Ax <1 ok, ty om (a,b) < (a,b) maste b <, b eller (eftersom b = b) a <,
a, bada omdjliga enligt ax <119 och 2. Ax <2 ok, ty om (ay, b)) < (ag, b2)
och {ag, by) < (as, bs) géller antingen by = by eller by < by och antingen by = b3
eller by < bs; om by = by = by maste a; < ay och as < as, sa a; < as enligt ax
<2 for A, annars (dvs om b; < by eller by < bs) fas by < by enligt ax <2 for
B eller "=E” — i bada fallen géller (a1,b1) < (a3, bs). Ax <3 ok, ty betrakta
(a1,b1) och (ag,by). Om by <p by géller (aj,by) < (ag,by) och om by <, by
galler (ag, by) < (aj,by). Enligt ax <3 1 B maste annars b; = by och om da
a; <, ag géller {ay,b1) < (ag,by) och om ay <, a; géller (as, by) < (ay,by) —
enda aterstaende fallet &r enligt ax<3 i 2 att a; = as sa (ay, by) = (az, bs)

O G1. a) Det givna ger verkligen en tolkning, ty 1 € D, produkten av tva
tal i D ligger i D, liksom det inverterade vérdet till ett tal i D. Ax G1 ok, ty
multiplikation av komplexa tal ar associativ. Ax G2 ok, 1 ganger a = a ganger
1 = a for alla komplexa tal. Ax G3 ok pa samma satt.

b) Den givna tolkningen satisfierar ax G1 och ax G2, men man kan inte finna
en tolkning av ~! sa att ax G3 ar uppfyllt, for 2 € Z finns t.ex. inget n € Z sa
att 2-n = 1.

c) Tydligen maste det gilla Ref(e) =1, e x e = e och e™! = e. Det ar latt att
se att ax G1, G2 och G3 satisfieras av tolkningen.
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O G2. For godtyckliga a och b giller ax (a~ !« b)ax:Gl(a* at)x b b,

Detta visar att den givna sentensen foljer ur gruppaxiomen (for givna z,y ges
zava txy).

O G3. For tolkningen i 6 G1b ar ax G1 och ax G2 satisfierade. Om vi
definierar ! pa nagot sitt, t.ex. som funktionen som tar det konstanta virdet
1, far vi en modell for ax G1 och ax G2 som inte satisfierar ax G3. Det kan
saledes inte héarledas fran de andra axiomen, det ar oberoende av dem.

O G4. Sentensen p: VeVyz xy =y x (som sdger att x dr kommutativ) &r
satisfierad i tolkningen i 6 Gla, men dess negation satisfieras av tolkningen i
det andra exemplet pa grupper (kvadratiska matriser). Da kan varken p eller
~p harledas fran axiomen, sa teorin ar inte fullstandig.

Isol. En isomorfi ges av p(£1) = £(§0), p(£i) = £(974'), ty ¢ dr en
bijektion D7 — Dy (varje element i Dy &r bild av exakt ett element i D)
och villkoren for en isomorfi &r uppfyllda; (1) ok, ty det finns inga relationer
hir. (3) ok, ty p(e”) = ¢(1) = (§9) = €. Att (2) &r uppfyllt, dvs att
o(a™!) = p(a)~! och @(a*; b) = p(a) *9 @(b) for alla a,b € Dy, ses av att mul-
tiplikation med elementen i D; svarar mot rotation av det komplexa talplanet
C och multiplikation med motsvarande element i D, svarar mot samma rota-
tion av planet beskrivet som R2?. Man kan ocksa direkt konstatera att bade J;
och Jp ar isomorfa med J3, gruppen av rotationer vinklarna 0, 5,7, —%5 av planet
kring ett origo. J1 = J3 och Jo = J3 ger J; = Jo, ty = &r en ekvivalensrelation.
Iso2. Med 2l = w och B ={®}, <, tom, ar A+ B och B + A inte isomorfa,
ty 2 + B har ett sista element (®), men det har inte B + 2 (som &r isomorf
med w). Sentensen JxVy (r =y Vy < x) ar alltsa sann i 2 + B men falsk i
B+ A.

Om A och B ar andliga ar bade A + B och B + A isomorfa med den unika
(pa isomorfi nér) linjért ordnade méngden med |A| + |B| element.

Iso3. Med A = w och B = ({0,1}, <) ar A x B och B x A inte isomorfa, ty
2 x B bestar av tva "kopior” av w efter varandra ((0,0) < (1,0) < (2,0) <
<< (0,1) < (1,1) < (2,1) < ...), medan B x 2 bestar av ett oandligt antal
kopior av {0,1} efter varandra ((0,0) < (1,0) < (0,1) < (1,1) < (0,2) <
(1,2) < (0,3) < ..., den &r isomorf med w).

Sentensen Jz (Jyy < v & Vy (y < x—3z(y < 2 & 2z < x))), som séiger att det
finns ett element som inte dr det minsta och som saknar narmaste foregangare,
ar alltsa sann i A x B och falsk i B x 2.

O P1. Vi skall visa: 141 =2, dvs S(0) + S(0) = S(S(0))

1 (1) VaVyz+ S(y) =S(z+y) P4=Q4
1 (2) VYyS(0)+S(y)=S5S(S0)+y) 1 VE
1 (3) S(0)+ S(0) =5S(S(0)+0) 2 VE
4 (4) Vex+0=x P3=Q3
4 (5) S(0)+0=S(0) 4 VE
1,4 (6) S(0)+S(0)=5(5(0)) 3,5 =E

Eftersom sentensen pa rad 6 bara beror av premisserna (dvs axiomen P3 och
P4) pa raderna 1 och 4 &r beviset klart.

O P2. Ovningar med induktion:

a) Lat ¢z vara 0+ = = x.

Da galler ¢0 : 0 + 0 = 0 enligt ax P3.

Antag ¢a.
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Da far man 04 S(a) S(O—i—a)@S(a), dvs ¢S(a). Eftersom a var godtyckligt
giller Vz (¢px— ¢S(x))
Ax PT7 ger Vx ¢z, dvs det sokta resultatet.

b) Lat ¢x vara Vyy + S(z) = S(Iy +x.

Eftersom b+ 5(0)"2S(b + 0)"=°S(6)"225(b) + 0, giller ¢0.

Antag ¢a.

Da far man b+ S(5(a)) "2 S (b+ S(a)ZS(S(b) +a) LS (b) + S(a), dvs (med
VI) ¢S(a).

Ax P7 ger Vx ¢x.

c) Lat ¢z vara Vyz +y =y + x.

¢0 :Yy0+y =y + 0 foljer fran a) ovan och ax P3.

Antag ¢a. b) ovan - . .

Man finner att S(a) +b = a+ S(b)"="S(a+b)ZES(b + a)*="b + S(a), dvs
(med VI) ¢S(a).

Som i a) foljer Vx ¢u.

d) Lat ¢z vara x # 0—Jyxz = S(y).

@0 galler da trivialt.

For alla a géller 3y S(a) = S(y), sa (SI(PMI)) ¢S(a) géller (utan induktion-
santagande!).

Som forut far vi Va ¢z.

e) Lat ¢x vara S(0) x z = .

Da géller ¢0 : S(0) 0 = 0 enligt ax P5.

Antag ¢a.

Da far man S(0) * S(a)*Z°(S(0) * a) + S(0)Za + S(0)"L*S(a + 0)*ZL*S(a),
dvs ¢S(a). Eftersom a var godtyckligt géller Va (¢px — ¢S(x)).

Ax PT7 ger Vx ¢x, saken ar klar.

ax P4

O Q1) Forst géller det att visa att tolkningen som beskrivs i ledningen &r en
modell for Q-axiomen.

Axiomen Q1, Q2, Q3, Q5 och Q7 ses enkelt vara satisfierade i tolkningen.

Ax Q4: vi skall verifiera ¢ + S(d) = S(c + d) for alla ¢,d € D. Om ¢,d € N
giller det forstas. Om d ar « eller § ar ¢+ S(d) = ¢ +d = S(c + d), efter-
som ¢ + d ocksa ar « eller 5. Om c¢ ar « eller § och d ar ett naturligt tal ar
c+ S(d) = c = S(c) = S(c+d), allt enligt tabellerna for S och addition i
tolkningen. Darmed ar alla fall tdckta, sa ax Q4 satisfieras av tolkningen.

Ax Q6: nu géller det att visa ¢ x S(d) = (¢ *d) + ¢ for alla ¢,d € D. Om
¢,d € N géller det forstas. Om ¢ ar « eller § &r ¢ * S(d) och (¢ * d) + ¢ bada
B respektive v (den som ¢ inte dr). Om slutligen ¢ &r ett naturligt tal och d
ar a eller 3, ar ¢ x S(d) = ¢xd = (cx d) + c¢. Ax Q6 satisfieras alltsa av den
givna tolkningen.

Om man visar att de givna sentenserna inte satisfieras ar saken klar.

a) Vzx # S(z) ar falsk, ty a = S(a).

b) VaVyz +y =y +x éar falsk, ty a+ =«, [+a=70.

c) VaVyVzx + (y + z) = (x + y) + 2 ar falsk, ty

(a+a)+p=08+F=0a, a+(a+pf)=ata=Pp.

d) Vx 0+ z = x ar falsk, ty 0+ o = (.
e) Ve 0 x =0 ar falsk, ty 0 x a = .
f) VaVyVzz * (y + 2) = (x x y) + (z * 2) ar falsk, ty

ax(a+pf)=axa=0, axataxf=0+F=a.
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Vol) Lat X vara en linjirt ordnad méngd.

Om X ar valordnad och -+ < a1 < a, < --- < ay < a1 < ag en strikt
avtagande foljd i X, betrakta den icke-tomma delméngden A = {ag,aq,...}
till X. A har ett minsta element, a; sidg. Men da kan inte foljden fortsatta
efter ay (axy1 < aj dr omdjligt eftersom ay ar minst), foljden ar alltsa dndlig.
Om a andra sidan X inte ar vélordnad, finns en icke-tom delméngd B som
saknar minsta element. Tag ett by € B. Eftersom det inte &r minst i B finns
b1 € B med b; < by, men by ar inte heller minst i B, sa vi finner by € B med
by < by och sedan stéandigt mindre bs, by, ... i en oandlig strikt avtagande foljd
i X. Om varje strikt avtagande foljd ar andlig ar alltsa X valordnad.

Vo2) Lat (X, <) vara en tét linjart ordnad méngd med ag,b € X, b < a.
Eftersom ordningen ar tat finns a; € X med b < a; < ag, men da finns as € X
med b < as < ap etc. Vi far en oédndlig strikt avtagande foljd. Som i 6 Vol
saknar delméngden {ag,ai,as,...} till X ett minsta element, sa X &r inte
valordnad.

Vo3) Att X + Y ar linjart ordnad visades i 6 <5. For att visa vélordnings-
egenskapen, lat A vara en icke-tom delméngd till X UY (vi kan anta att X
och Y é&r disjunkta). Om A innehaller nagot element i X finns det ett minsta
sadant (ty X &ar vélordnad), det &r ocksa minst i A. Om A inte innehaller
nagot element i X, maste den innehalla ett element i Y och, eftersom Y ar
valordnad, ett minsta sadant. Det ar da minst i A. I bada de mdjliga fallen
har A alltsa ett minsta element, sa X + Y ar valordnad.

Vo4) Att X x Y é&r linjart ordnad visades i 6 <6. For att visa vélordnings-
egenskapen, lat A vara en icke-tom delméngd till X x Y. Méngden B = {b €
Y | det finns 2 € X sa att (z,b) € A} &r da en icke-tom delméngd till Y,
kalla dess minsta element (som finns eftersom Y &r vélordnad) by. Méngden
C ={a € X | (a,by) € A} &ar da en icke-tom delméngd till X, kalla dess
minsta element (X vélordnad) ag. Da ar (ag, by) € A det minsta elementet i
A, X x Y éar alltsa vélordnad.



