(F20, mé 17 maj 2004)

Lite om oandliga mangder, forts.

Med transfinit rekursion definieras ocksa:
Multiplikation av ordinaltal:
For alla a € O: a-0=0
a-f=a-7+a B=50)
a-fB=sup{a-v|v €}, [ ettgransordinaltal
Multiplikation &r liksom addition inte kommutativ, men associativ. Dessu-
tom géller en distributiv lag: a- (8 +7) = a- 5+ a -, men for en del
a,B,v € Ogiller (a+8) -y #a- v+
Division fran vanster i O:
Om «,v € O,a # 0: Det finns unika 3,p € O,p < a med v =« - 5+ p.
Potenser av ordinaltal:
Forallaae O:  a’=1
o =av« B =25S(v)
o? =sup{a” | vy € 8}, B ett grinsordinaltal

Sats: Varje ordinaltal a > 0 kan entydigt skrivas (normalform)
Oz:(,dﬁl ,k1+wﬁ2 k2++wﬁ7lkn

med G1,...,08, €0, By >--->fB,,ochn,ky,....k, €w, >0.

Ex. (Goodsteinfoljder)

Vilj ett naturligt tal m # 0 och bilda en talfoljd as, as, a4, ... enligt

ag = M,

aiv1 = a;[i — i+ 1] — 1, dvs med a; i ren bas i, byt ¢ mot i + 1, dra bort 1.
tex. m=2lgeras =21 =22 +22 41,43 =3" +33+1-1=3% + 33, a4y =
A4 g4 1 =4 1 43.3442.34+4-3+3,...

Sats: a, = 0 for nagot n > 3.

(Visas elegant med hjilp av oéndliga ordinaltal.)

Kardinalitet

Definition: Méangderna M, N har samma kardinalitet, ar lika stora, skrivet | M| =
|N|, om det finns en bijektion f: M — N (dvs en funktion sa att for varje n € N
finns precis ett m € M med f(m) =n).

Ordinaltal som inte har samma kardinalitet som nagot tidigare kallas kardinaltal.
Varje naturligt tal ar ett kardinaltal. Det forsta odndliga kardinaltalet w kallas Ng
(lases "alef-noll”), nésta kallas Ry etc. Det finns X, for varje a € O och X, < Ng &
a<f

Sats: (Cantor) For varje méngd M géller |M| < |P(M)|.

P(M) betecknar hér potensméngden {A | A C M} till M, dvs méngden av
delmangder till M.

Om M ér en méngd ordinaltal géller sup{R, | o € M} = Rgyp pm
Med detta visas det forbluffande: Det finns ett kardinaltal < sa att kK = N,.



Godels forsta ofullstandighetssats: Det finns ingen fullstdndig, konsistent,
axiomatiserbar utvidgning till Q-axiomen.

Speciellt ar inte 74 i axiomatiserbar (den ar ju en fullstdndig och konsistent utvidgn-
ing till Q-axiomen). For varje konsistent axiomsystem finns det sentenser som &r
sanna (i N) men inte bevisbara med det systemet.

Idén i beviset ar enkel:
Betrakta ett konsistent axiomsystem och finn en sentens p som ”séager” att p sjalv
inte &r bevisbar (i det aktuella systemet),

e p kan inte bevisas (da vore den sann och darmed obevisbar)
e ~p kan inte bevisas (~p sédger att p kan bevisas)

Eftersom varken p eller ~p kan bevisas &r systemet inte fullstandigt.

For att forklara hur en sentens i aritmetikens sprak kan ”séga” nagot om bevisbarhet
och att en sadan sentens p finns, visas tre saker:

(1) (vissa) funktioner N¥ — N kan representeras av aritmetiska formler
(2) syntaxen (inklusive bevisbarhet) kan formuleras som funktioner i N
(3) en sadan sentens p finns (”diagonallemmat”)

1. Lat 7T vara en axiomatiserbar utvidgning till 7g, Q-axiomens teori.
Funktionen f : N¥ — N sigs vara representerbar i 7 om det finns en formel
A(z1,22,. .., Tk, xpr1) sa att for alla my, ... ,mg,n € N:

f(mi,....m) =n & FrVo(A(my,...,my, ) —x =n)

( k7 star for hérledning fran 7:s axiom och om m € N betecknar m termen
S(S(...S(0)...)) (med m st S).)

De representerbara funktionerna ar precis de rekursiva funktionerna, dvs (troli-
gen, detta &r den obevisade (och obevisbara) ” Churchs tes”) alla de funktioner som
kan beskrivas med algoritmer.

Relationen Rmy ...my, pa N¥ ségs vara representerbar i 7 om det finns en formel
B(xy,x9,...,x) sa att

Rmy...my sann = k7 B(my,...,my),

Rmy ...my falsk = Fr~B(my,...,my).

2. Godelnumrering: en enentydig funktion
gn : { alla strédngar i spraket } — N,

dess exakta form &r inte viktig (hér).
Lat "¢" vara gn(¢), dvs termen S(S(...S(0)...)) (gn(¢) stycken S).

Syntaxen svarar da mot rekursiva funktioner pa N, t.ex. con : N> — N som uppfyller
con(gn(¢),gn(v)) = gn(¢ & 1). Man séger att syntaxen har aritmetiserats.
Relationen Bev mn pa N2, som &r sann precis om m = gn(p; ...p) och n = gn(p),
dér p ar en sentens och p;...p &r ett bevis for p (i 7), representeras av formeln
Prov(z,y).

Da ”séger” formeln Pr(y): 3z Prov(z,y) att sentensen med goédeltal y kan be-
visas.

Med beteckningen Op for Pr("p?) giller

FrOp = F7rp

och de tre viktiga (som uttrycker att O &r ett ”bevisbarhetspredikat” )
DI Fgp = F70p
D2 F7O(p—q)—(Op—0Dq)
D3 F Op—0O0p

(D2 och D3 ger ocksa D4 7 p—q = bty Op—DOgq.)



3. Diagonaliseringslemmat:
Om ¢z ar en formel utan andra fria variabler &n z, finns en sentens p sa att

Frp—o¢p

Detta lemma ar den kritiska observationen. Lat nadmligen sentensen p vara sadan
att 7 p— ~0Op (lemmat tillampat med ~ Pr som ¢). p "sdger” alltsa just att p
inte kan bevisas.

Da fas dels

def o
Frp 2; Fr Op e:a>vP|—7~p, sa Frp = k1 A
ochdelséf betedel
0: °
Fr~p e:a>vp|—7' Op ® e:tgl esel—Tp, sa Fr~p = F7r A

Det innebér att varken p eller ~p kan bevisas i en konsistent, axiomatiserbar utvidgn-
ing av 7g!
I slutet av den utdelade stencilen fran Boolos bok visas ocksa att

¥Fr A = Fr~0OA,

dvs om 7 &r konsistent kan detta inte bevisas i 7 (om 7 inte &r konsistent kan
dess konsistens (liksom allt annat) forstas bevisas i 7!). Detta dr Godels andra
ofullstandighetssats.



