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Om urvalsaxiomet mm

Vi har tidigare namnt Zermelo-Fraenkels axiom for mangdlaran, de upprepas
pa sista sidan av dessa blad. De kallas ofta ZFC', dar C:et star for ”Choice”,
dvs urvalsaxiomet, nr 9 i listan. Axiomen 1.-8., dvs ZF'C utan C, kallas da
ZF.

Urvalsaxiomet har tidvis varit omdebatterat och flera (kdnda) matematiker
har viagrat acceptera det, eftersom det som vi skall beskriva kan anvandas for
att bevisa ovantade och ”paradoxala” resultat.

Axiom som ar ekvivalenta med urvalsaxiomet

Det finns manga pastaenden som ar ekvivalenta med urvalsaxiomet, dvs sadana
att ZFC &r ekvivalent med (har samma modeller som) (ZF + vart och ett av
dem). Vi upprepar forst

URVALSAXIOMET: Om F ar en familj av icke-tomma mangder, sa finns en
funktion f: F — UF sadan att f(z) € x for alla z € F.

Sa man kan (i varje modell) ”vélja” ett element ur varje méngd i familjen.

VALORDNINGSPRINCIPEN: Varje mangd kan vélordnas.

Det betyder att det for varje médngd x (dvs element i doménen for en modell
for axiomen) finns en relation R (dvs en méngd av ordnade par) som &r en
vélordning av = (vilket som vi minns innebér att varje icke-tom delméangd till
x har ett R-minimalt element).

ZORNS LEMMA: Om (P, <) &r en partialordnad méngd och varje kedja i P har
en Ovre begrinsning, sa har P ett maximalt element.

Har ar en kedja i P en delmangd C' C P som ar totalordnad av <, u € P ar
en ovre begransning till kedjan C' om ¢ < u for alla ¢ € C' och a € P ar ett
maximalt element i P omm det inte finns x € P med a < .
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TUKEYS LEMMA: Om en icke-tom familj méangder F har andlig karaktar, sa
har F ett maximalt element (m.a.p. C).

Att F har andlig karaktar betyder att en méngd x tillhér F omm varje andlig
delméingd till = tillhor F. (Tukeys lemma &r ként under flera namn, bl.a. Teichmiiller,

Bourbaki, Grothendieck, ensamma eller i kombinationer.)

Exempel: Om V éar ett vektorrum har mangden av linjart oberoende del-
méangder till V' dndlig karaktér (M C V &r linjart oberoende omm det for alla
{Vl,...,Vk} g]\/[galler att )\1V1+...+)\kvk:0:>)\1 ::)\k:())
Tukeys lemma medfér da att varje vektorrum har en maximal linjart oberoende
delméngd, dvs en bas (dér en bas dr en méngd med egenskapen att varje vektor
i V ar en dndlig linjarkombination av basvektorer, sa inte detsamma som en
bas i t.ex. ett hilbertrum).

En bas for R som vektorrum over Q kallas en hamelbas.

Sats (nagra urvalsaxiomsekvivalenter):
Foljande pastaenden ér ekvivalenta (i ZF):

(1) Urvalsaxiomet,

(2) Vélordningsprincipen,
(3) Zorns lemma,

(4) Tukeys lemma.

Ty: (skiss) (1) = (2): Lat A vara en méngd. En vélordning pa A motsvarar
precis en bijektion mellan A och ett ordinaltal (se langre fram i kursen) o. En
sadan bijektion kan konstrueras rekursivt med hjalp av en urvalsfunktion f pa
P(A) {2} enligt ap = f(A), ac = f(A~A{a, | n < &}) tills {a, | n < a} = A.
(2) = (3): Om (P, <) uppfyller férutsattningarna i Zorns lemma, vélordna P
med relationen < och definiera rekursivt en foljd mangder C,, p € P enligt

c, — {UKP CyU{p} om p dr en &vre begrinsning for (J,_, Cy,

q<p Y annars.

Kedjan C = UpEP Op (dir < och < sammanfaller) har enligt forutsattning en ovre
begrénsning, som tillhér C' och &r ett maximalt element i (P, <).

(3) = (4): Lat F vara en icke-tom familj méngder som har dndlig karaktér.
F partialordnas av C och om C ar en kedja i F ar A = UC € F (varje indlig
delméngd ligger i ett element i C, sd i F) €N ovre begréinsning till C. F har enligt
Zorns lemma ett C-maximalt element.

(4) = (1): Lat F vara en familj av icke-tomma méngder. Vi soker en urvals-
funktion for F. Lat

G ={f| f &r en urvalsfunktion pa nagon méngd & C F}.

g , partialordnad med G, har éndlig karaktar (en delméngd av en urvalsfunktion dr en
urvalsfunktion), sa enligt Tukeys lemma har den ett maximalt element F', som ar
en urvalsfunktion pa hela F (annars kunde den utvidgas). ]

Vi har tidigare anvant Zorns lemma (utan att ndmna det vid namn) for att visa att
varje filter kan utvidgas till ett ultrafilter (unionen av en C-kedja av filter ér ett filter
och ett maximalt filter &r ett ultrafilter) och for att visa Godels fullstandighetssats (for

att f4 en maximal konsistent sentensmangd A*).

I bada fallen hade det rackt med ett lite svagare axiom, men det gar vi inte in
pa hér.



Ar urvalsaxiomet rimligt?

En kénd f6ljd av urvalsaxiomet (och ett skl till att en del vill forkasta det)
ges av

Sats (Banach-Tarski):
Ett klot U kan partitioneras i tva mangder U = X UY, X NY = &, sa att
U~ XochU=Y.

(Relationen ~ mellan méngder A, B C R3 definieras hir som att A ~ B
omm A och B kan partitioneras A = A, U...UA,,, B= B U...UB,, med
A; kongruent med B; for ¢ = 1,...,m. Satsen sédger alltsa att U kan delas
upp i ett dndligt antal delar, som sedan kan sdttas ihop till tva kopior av U.
Svarsmalt, tycker manga, men egentligen kanske inte sa mycket varre an att
Z = C U D (jamna och udda tal) och |Z| = |C| = |D|, utom da att Banach och
Tarski far geometrisk kongruens mellan bitarna.)

Vi bevisar inte satsen, men ndmner att ett bevis kan grundas pa en liknande
uppdelning av en grupp G av rotationer i R? som genereras av en rotation ¢
vinkeln 7 och en rotation v vinkeln %’r kring olika axlar, vilka valts sa att alla
element i G ar entydiga (bortsett fran att p? = 1, 3 = 1) produkter av ,
(detta kallas att G &r (isomorf med) den fria produkten av grupperna {1, ¢}
och {1, ¢, 12}).

Urvalsaxiomet kommer in genom att man bildar en mangd av precis ett element
i var och en av (G:s banor da den verkar pa U och later delarna av GG verka pa
den.

A andra sidan, med bara ZF (utan urvalsaxiomet) kan vi inte bevisa mycket
som vi inte vill vara utan, t.ex. kan man konstruera en modell for ZF dar

e R ar en uppraknelig union av upprakneliga mangder,
e R kan partitioneras i strikt fler delar an det finns element i R (sic!).

Kompakthetssatsen och foljder

Som namnt behdvde vi (nagot lite svagare &n) urvalsaxiomet for att visa Godels
fullstétndighetssats (for forsta ordningens predikatlogik). Vi skall hir behandla en
viktig foljd av den, den s.k. kompakthetssatsen.

Sats (kompakthetssatsen):
En sentensméngd A har en modell omm varje dndlig A’ C A har en modell.

Ty: AF L& AF L < A'F L for nagon dndlig A’ C A &
< A’ E L for nagon andlig A'.
(Forsta och tredje < fran Godels fullstdndighetssats, andra < fran att varje harledning ar andlig.)

Det ger att A ¥ | < A’ 1 for alla dandliga A’ C A. O

Alternativt, med ultraprodukt: (Endast om’ sjélvklart, vi visar ‘om’.)

Lat varje dndlig A’ C A ha modellen 2Ax och I = {A" C A | A’ &ndlig}.

Om Lp = {A’ el | S A/} har {Lp | S A} ase (#ndligskdrningsegenskapen), sa
den kan utvidgas till ett ultrafilter &. Da ar A = Ia/e;An/ /U en modell for
AAEA ty {A el |An E o} DI, € U for alla ¢ € A. d
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Eftersom I' F p < T'U {—¢} F L for varje sentensméngd I" och sentens ¢, far
vi som en direkt foljd (ocksa ofta kallad kompakthetssatsen):

Foljdsats:
For varje sentensmangd I och sentens ¢:

I' E p omm IV E ¢ for varje andlig I'” C T.
]

Exempel: En sentensméngd I" som har godtyckligt stora andliga modeller
har en oandlig modell, ty om ¢,, ar sentenser som &ar sanna precis om doménen
har minst n € Z, element (t.ex. ¢, : 323y -z =y), har A = ['U{¢1, 9, ...} bara
oandliga modeller och varje dndlig A’ C A har en modell.

Exempel (icke-standardmodeller for aritmetiken):

Vi visar att det finns andra modeller &n 0N = (N, {0, S, +, *}) for 7" = Th M.
Infér en ny konstant ¢ och sitt A = T U {c # 0,¢ # S(0),c # S(S(0)),...}.
Da har alla andliga delmangder till A modeller, sa det har A ocksa.

Om vi "glémmer” konstanten ¢ far vi en Lpggno-struktur 9 med 91 < 9 med
ett (och dirmed manga) element i domanen som inte svarar mot element i N.

Exempel (utan sjilvreferens pa Knarron):

I slutet av bladen om induktion pastods att det alltid finns minst en l6sning till
knarrégator dar varje person gor hogst ett uttalande och ingen sjalvreferens (ens
indirekt) forekommer (detta i motsats till Yabloos paradox, dar uttalandena inte kan formuleras
i forsta ordningens predikatlogik). Det ar dags att visa det.

Lat person ¢ gora uttalandet ¢,({Ax}rer) (ddr bara ett dndligt antal A, fore-
kommer i ¢,) och relationen R vara ”"omtalas av”, som i induktionsbladen.
Att ingen sjalvreferens forekommer innebér precis att det inte finns nagra
cykler i R:s riktade graf. Men da har varje dndlig delméngd av sentenserna
A, <> ¢,({Ax}rer) en modell (bara ett éndligt antal A, férekommer och da ar
R vélgrundad omm det saknas cykler, sa en 16sning for A, bestdms rekursivt).
Kompakthetssatsen ger att det finns en 16sning till hela problemet.

Varfor heter den kompakthetssatsen?

(Frivilligt avsnitt, for den som studerat topologi)

For den som éar lite bevandrad i topologi kan det vara intressant att veta att
kompakthetssatsen sager precis att méngden av (ekvivalensklasser av) L-strukturer
ar kompakt (dvs varje dvertdackning av den med 6ppna méangder har en andlig
delévertiackning, eller (ekvivalent) om en uppséttning slutna méangder har &se,
ar skdrningen av dem alla icke-tom) i en viss naturlig topologi.

Vi infor S = {[]= | A en L-struktur}, ekvivalensklasser av L-strukturer (med
A =B omm AE ¢ & AE ¢ for alla @), och [QO] = {[Qq e s | A F QD} for alla L-
strukturer 2 och later de 6ppna méngderna i S vara alla unioner av [¢]:m, sa
de slutna méngderna ar alla skdrningar av [¢]:m (eftersom [p]® = [~¢] ar [p]:na
bade oppna och slutna (S &r ” fullstindigt osammanhéingande”, sammanhéingande méngder ar
bara tomma méngden och méngder med bara ett element)). Da séiger kompakthetssatsen
att (Nyen # 9 & (e # @ for alla dndliga A" C A, dvs att S ér kompakt.



Om stora strukturer

En onskan kunde vara att finna sentensméngder (axiom) som &r sadana att
alla modeller av dem ar isomorfa, men foljande klassiska sats visar att det inte
ar mojligt om det handlar om oandliga modeller.

Sats (Lowenheim-Skolem):
Om A ar en L-struktur, C' C A och k ett odndligt kardinaltal:

(1) Om max(|C|,|£]) < k < |A| finns B < A med |B| =k, C C B,

(2) om 2 ar oéndlig och max(|A[, |£]) < & finns B med A < B och | B| = &.
Ty: 1. Tag C' med C' C C" C A och |C’'| = k och ldgg till alla element fran
A som satisfierar L-formler ¢(cq,...,c,, ) med ¢; € C' i 2. Unionen av alla
dessa utvidgningar kallas B och visas ha kardinalitet k.
B < A enligt konstruktionen.
2. Enligt kompakthetssatsen finns en L-struktur 21’ som satisfierar Th(2(4) U
{-k=F| kK € K}, dir K med |K| = k &r nya konstanter och Th(2(4) &r
alla L-formler med element i A som konstanter. Da &ar A < 2’ och |A'| > k.
Tillampa sedan 1. pa ' for A och A for C. Det ger B < 2, sa A < B, och
|B| = k. O
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ZERMELO-FRAENKELS AXIOM for mangder
Sprak Lp,ga = {€}
€ en binar relationssymbol

1. Extensionalitet
Om x och y har samma element, sa ar r = y,
VeVy(Vz(z Ex <>z €y) > =1y)

2. Par
For alla z och y finns en méangd {x,y} som innehaller precis x och v,
VeVydzVu(u € z < (u=x Vu =y))

3. Separation
Om P ar en egenskap (med en parameter ¢), sa finns for varje = och ¢ en mangd
y={z€x|P(z,q)} av alla z € x med egenskapen P,

Vavg3y¥z (2 € y > (2 € @ A 6(2,)))

(¢(2,q) en godtycklig Lygq-formel (som definierar P))

4. Union
For varje mangd = finns en méngd y = | J =, unionen av elementen i z,
VedyVz (z € y <> Ju(z EuAu € x))

5. Potensmangd
For varje méngd z finns en méngd y = P(x), méngden av alla delméngder till
x?

VedyVz (z €y < Vu(u € z > u € x))

6. Oandlighet
Det finns en oéndlig méngd (en méngd som innehaller N),
Jx(2 € x AVy(y € z — U{y, {y}} € ))
(@ existerar enligt 3. med z # z som ¢(z). {y} = {y,y} existerar enligt 2.)

7. Substitution
Om f ar en funktion, sa finns for varje méangd = en méangd y = {f(y) | y € =}

vp (VavyVz ((e(z,y,p) A (z,2,p)) >y = 2) —

VedyVz (z € y > FJu(u € z A p(u, 2,p))))

(p en parameter, Lmgq-formeln ¢ definierar f)

8. Regularitet (valgrundning)
€ ar en valgrundad relation,
Ve(x #20 — Jy(ly €Ex A ~Fz(z Ex Az €y)))

9. Urvalsaxiomet

Om @ ¢ z finns en funktion f pa x som véljer ett element fran varje y € z,
V(-2 € x — If (funk(f) ANVy(y € z — f(y) € y)))

(funk(f) ér en Lygq-formel som séger att f ar en funktion, dvs en méngd ordnade

par med VzVyVz (((z,y) € f A (x,2) € ) = y=2). f(2) ges av (z, f(2)) € f.

(a,) ir {{a}, {a,b}}.



