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MATERIAL TILL KURSEN
SF1679, DISKRET MATEMATIK:

Om ordinaltal och kardinaltal

(Annu ofullstéindig version)

Mangdteorin kan ses som grunden for all matematik. Har skall vi bland
annat se hur egenskaperna for de naturliga talen kan uttryckas med hjalp
av mangder, dvs genom att definiera talen till att vara vissa méangder och
hérleda talens egenskaper ur allménna egenskaper for mangder. Detta leder
oss naturligen till tva olika sitt att generalisera de naturliga talen till ”odndliga
tal”, ordinaltal och kardinaltal (eng. ordinals, cardinals).

1. Om ordinaltal

1.1 Definition, viktiga egenskaper

Da vi skall definiera det naturliga talet n till att vara en méangd, verkar det
rimligt att valja en mangd med n element. Det ar inte sjalvklart vilka element
man skall ta, men detta racker for att bestamma hur talet 0 skall definieras.
Vi later 0 = @, den enda mangden med 0 element.

For att kunna definiera talen rekursivt, dvs varje tal med hjalp av de féregaende,
tar vi 1 = {0} = {@}. Pa samma sitt later vi 2 = {0,1} = {&,{2}} och
allmant
n=40,1,2,...,n—1}.
Med denna definition uttrycker axiomet om oandlighet bland Zermelo-Fraenkels
axiom att det finns en mangd som innehaller alla naturliga tal.
Vi far efterfoljarfunktionen
Sn)=n+1=nU{n} =U{n,{n}}
och ordningen mellan naturliga tal ar latt att beskriva:
m<nemcn<smecn.

[ allménhet &r det ju mycket viktigt att skilja mellan a C b (alla a:s element
dr ocksa element i b) och a € b (a &r ett element i b), men for de naturliga
talen (och dvriga ordinaltal) sammanfaller dessa begrepp.
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Med ovanstaende definition &r det naturligt att uppfatta w = {0,1,2,3,...}
som ett nytt tal som kommer efter alla de naturliga talen, ett ”oandligt tal”.
Efter w kommer da annu ett, storre, oandligt tal,

Sw)=w+1=wU{w} ={0,1,2,3,...w}.
Pa samma sétt fortsitter det med storre och storre ”oéandligheter”:
w+2=Sw+1)={0,1,2,...,w,w+ 1}

wtw=w-2={0,1,2,...,0,w+1L,w+2...}
w-24+1=5w-2)=40,1,2,...,w,w+ L,w+2,...w-2}

w-3=1{0,1,2,...,ww+l,w+2 .. w-2w-2+1Lw-2+2,...}

ww=w={w-m+n|mmnew}

w? + 1= S(w?)
w?+w
K

w2
Wwiw=w={w-m+w-n+p|mmn,pew}

w’ ={wr g+ ot weng g | kng, ... 0o € w}
w4+ 1=95w")

go=w =wo ()
Har ar w, w-2, w-3,...w* w?+w, ... sjalva inte efterfoljare till nagra "tal” (det
handlar alltsa inte om elementen i en icke-standardmodell for Peanos axiom,
som medfor att alla element utom 0 &r efterfoljare).

Vi ger nu en formell definition av ordinaltal och skall visa att de sa inforda
talen har onskade egenskaper.

Definition 1.1 (transitiv méangd):
En mangd 2 ar transitiv omm varje element i z ar en delmangd till z,

Yyly e z—yC z),
eller, ekvivalent,
VeVy((x €eyANy € 2) > x € z).

(€ behover inte vara transitiv pa z, men transitivitetsvillkoret uppfylls med z som ”tredje element”.)



Definition 1.2 (ordinaltal):
« ar ett ordinaltal omm « &ar en transitiv mangd och € en vélordning pa «.

Minns att en valordning ar detsamma som en valgrundad (strikt) totalordning.
Pa ordinaltal ar € alltsa alltid en irreflexiv och transitiv relation som uppfyller
trikotomi, dvs z,y e a = x € y, x = y eller y € x.

Exempel:

a ={0,1,2} = {2,{2},{2,{9}}} &ar transitiv och vilordnad av €, sa ett
ordinaltal (a = 3, som ovan),

b={0,1,3} &r vilordnad av €, inte en transitiv méngd (2€3,3¢€b, 2¢b),
c¢=1{0,1,{1}} &r en transitiv méngd, inte vélordnad av € (0 € 1, 1 € {1}, 0 ¢ {1}).

Beteckning: O bestar av alla ordinaltal, sa
a € O betyder att « ar ett ordinaltal,
X C O betyder att alla element i mangden X &r ordinaltal.

Sats 1.1: a € O = a ¢ a.
Ty: Om « € « ar € inte irreflexiv pa a. O

Sats 1.2: « € O = S(a) =aU{a} € O.

y € ozaéoy CacCSa),
y=a=yC Sa),

€ ordnar S(«) enligt ”forst a:s element (vilordnade), sedan « (som element)”, vilket
blir en valordning. O

Ty: y € S(a) = en av { sa S(a) ar transitiv.

Sats 1.3: o, € O=anpe.

Ty: xeaﬂﬁ:xea,ﬁa’zgoxga,ﬁjxgaﬂﬁ, sa a N [ ar transitiv.
aNp C aoch en delméngd till en valordnad méngd ar valordnad. U

Sats 1.4: O ar transitiv,dvsz € a € O =z € O.

o o .
Ty: Omae®: zeycrca™>S 2eyca’™™S z€q, iz €& (e transitiv i
a) och x transitiv.
OmaeO: z€a=xCa,sax ar valordnad av €. O

Alla element i ordinaltal ar alltsa ordinaltal.

Sats 1.5: o, € O = (a C = a € f).

Ty: Om o, € O och a C 3, lat £ vara (e-)minst i § ~\ «. Vi visar a = & € 5.
Omy€eary,{€Poch{#7(E¢a),{¢ Y (Ecrca=tca),

sa v € £ (€ totalordnar 8). Alltsa o C €.

Omdes& deéefochdef,sade€aEminstif~a) Alltsa £ C a. O

Sats 1.6: O ar &-valordnad.
Ty: Vi skall visa

e c transitiv pa O: «, 8,7y € O, o € f € ¥ = & € ¥ (v en transitiv mingd),

e c irreflexiv pa O: a ¢ « for a € O (sats 1.1),

e c-trikotomi: for a, 5 € O, lat  =anNp. Dad € O (sats 1.3), § C «, 3,
sa (sats 1.5) (0 € aveller 6 = «v) och (§ € B eller § = ).
0 €a,p gave § € an f =09, motsagelse (sats 1.1), sa d = « eller § = .
aC P gera=pellera€f (sats 1.5), § C o ger § = a eller § € a.

e c vilordnar O: lat @ # X C O. Da har X ett minsta element, ty
tag a € X. Om ainte ar minst 1 X, &ranX ={fe X |fca} # 2
och har ett minsta element («a vilordnad av €), ocksa minst i X. Il
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Sats 1.7 (Burali-Fortis paradox): O &r inte en méngd.
Ty: Annars skulle O € O (definition 1.2, sats 1.4, sats 1.6), motsagelse (sats 1.1).  [J

Sats 1.8: Om X é&r en mangd, @ # X C O, sa NX,UX € O.

Ty: NX ar X:s minsta element (sats 1.6 och for o, € O: a € 8= a C B (B8 transitiv)),
yezeUX =>yezeafirett a € X, say € a (atransitiv) och y € UX. UX
ar alltsa transitiv. Den ar vélordnad, ty C O. O

UX ar sup X, det minsta o € O med f € aeller f =« (s a¢p), alla € X.

Foéljande sats har vi sett forr, som exempel pa induktion i vilordnade méngder.

Sats 1.9: Om «, 5 € O och f: (o, €) — (B, €) ar en homomorfi
(dvs €-ordningsbevarande), galler f(’}/) =y eller v € f(’)/) for alla v € a.

Ty: Annars skulle det finnas ett minsta ¢ € amed f(£) € &, sa f(f(£)) € f(&),
motsagelse mot att & var minst. U

Sats 1.10: Om «, 5 € O och f: (o, €) = (B, €) &r en isomorfi ar

f=1d, och a =p.

Ty: Om v € a och f(y) = § ar (sats 1.9) 6 = 7 eller v € §, men f~! &r ocksa en
homomorfi och f71(6) =, sda vy =4 eller § € y. S& vy = 0 (sats 1.1, sats 1.6). [J

Sats 1.11: Om A vélordnas av R finns entydigt f: (A, R) = (o, €), a € O.
Ty: f definieras (rekursivt) av f(a) = {f(z) | 2Ra}, a = {f(z) | x € A}, sa f
ar surjektiv och for a,b € A géller aRb < f(a) € f(b) (definitionen av f), sa f &r
injektiv och « ar €-vilordnad och transitiv, sa a € O.

I (AR) % (a,€) och g: (AR) = (8,€) gor g/ (a,€) = (6,€), s
a = B och gf ! =id, (sats 1.10), dvs f = g. O

Satsen visar vad ordinaltalen ”ar till for”, de ar representanter for isomorfi-
klasserna av valordnade méangder, varje valordnad méangd &ar isomorf med pre-
cis ett (e-ordnat) ordinaltal.

Man kan skilja pa tre typer av ordinaltal:

e o =0,

e efterfoljare (eng. successor ordinals), o = S(ﬁ) for nagot 8 € O,

e griansordinaltal (eng. limit ordinals), alla andra a € O.
Exempel pa efterfoljare ar alla tal i Z,, w+1 = S(w), w?*4+w+5 = S(w?+w+4),
exempel pa gransordinaltal ar w,w - 2, w*.
Allmant ar a € O en efterféljare omm « har ett storsta element och ett
griansordinaltal omm « # 0 och o = sup a(= Ua).

Det ar ofta praktiskt (t.ex. vid induktion eller rekursion i O) att behandla
ordinaltal av de tre typerna separat, som vi skall se i nasta avsnitt.

1.2 Aritmetik for ordinaltal

Vi definierar nu aritmetiska operationer pa O rekursivt. Definitionerna &r
forstas valda sa att operationerna for dndliga ordinaltal (dvs naturliga tal)
sammanfaller med de vanliga (for addition och multiplikation innebér det att
vi aterfinner nagra av Peanos axiom i definitionerna av rekursionen). Som vi
skall se galler dock inte alla vanliga rakneregler for oandliga ordinaltal.



Definition 1.3 (addition av ordinaltal):
a+0=«
Forallaa, 5 € O: a+p=Sa+7y), om 3 = S(7)
a+p=U{a+~|v€ B}, omf ar ett gransordinaltal
Ex. a+1=a+ 5(0) = S(a+0) = S(a) (bra).
l+w=U{l+n|n€w}=w#w+1, addition 4r inte kommutativ pa O.
Ex. Vi visar med transfinit induktion att 0 4+ 8 = g3, for alla § € O,
ty: Antag att det stammer, dvs 0 + v = =, for alla v € 3.
eOmpB=0:0+8=04+0=0=0,
e om B=5(7): 0+ =S0+7)2S() = 5,
eomfB=UB 0+8=U{0+~|yeptEup=3.
Pastaendet foljer. O

For alla o, 5 € O giller, a + = aU{a+ v | v € B}, vilket kan tas som
en alternativ rekursiv definition av addition i O (summan av «, € O éar
(ordinaltalet for) valordningen ”férst «, sedan 37).

Fortsattning foljer...



