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SF1679, DISKRET MATEMATIK:

Om modeller och teorier

Hittills i kursen har vi studerat flera olika typer av matematiska struk-
turer, bl.a. (partial)ordnade méngder, grupper och grafer, och relationer mel-
lan sadana. Modellteori ar en del av den matematiska logiken som sysslar
med olika strukturer och deras egenskaper.

Dessa sidor skall presentera lite av grunderna for den teorin.

1. Om strukturer

En ordnad méangd, en grupp och en graf ges alla av en mangd (de ordnade
elementen, gruppelementen respektive grafens horn), med en eller flera relationer (=,
grannrelationen) eller funktioner (x, =!) definierade pa méngderna. De aktuella
relationerna och funktionerna beskrivs av elementen i spraket for den aktuella
typen av struktur.

Definition 1.1 (sprak):
Ett sprak ar en mangd av funktionssymboler och relationssymboler, var och
en med sin stallighet (eng. arity).

Exempel: £, = {e,x, 7'}, spraket for grupper, dir e ar en 0-stéllig funk-
tionssymbol (vanligen kallat en konstant), x en 2-stillig (oftast kallat binér)
funktionssymbol och ~! en 1-stillig (ibland kallat unir) funktionssymbol.

Lisordn = {=x}, Lsoran = {=<}, spraken for icke-strikta och strikta (partial)ordna-
de mangder, dar <, < ar 2-stalliga relationssymboler.

Lyrar = {R}, spraket for grafer, dar R &r en 2-stéllig relationssymbol (avsedd
att sta for grannrelationen).

Lring =1{0,1,—, 4, -}, spraket for ringar (t.ex. for heltalen), dér 0, 1 &r konstanter,
— en 1-stallig funktionssymbol (avsedd som invers m.a.p. +) och +,- ar 2-stélliga
funktionssymboler.
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Definition 1.2 (L-struktur):
Lat £ vara ett sprak. En L-struktur 2 ir ett par, 2 = (A, (Z%)z¢¢), dér

A ar en icke-tom mangd, 2l:s doman eller universum,
Z%: A" — A om Z ar en n-stillig funktionssymbol och
Z% C An om Z ar en n-stillig relationssymbol.

(Dan =0ér A" = {&}. Vi identifierar en 0O-stillig funktion f*: A° - A med f*(2), det enda ele-
mentet i dess vardeméangd, och kallar oftast funktionen en konstant. Pa liknande satt ar en 0-stéllig
relation R* C A° antingen @ = 0, som vi identifierar med falskt, eller {@} =1, sant. 0-stilliga
relationer kan pa sa sétt identifieras med satslogiska atoméra sentenser.

Om R #r en n-stallig relationssymbol, skriver vi oftast R™ (a1...an) (eller R¥a . ..an) 1 stéllet
for (ai,...,an) € R*. Foér manga vilkinda relations- och funktionssymboler skriver vi for att cka
ldsbarheten ”som vanligt”, t.ex. a < b, xxy, 2z~ " (i stillet for < (a,b) (eller (a,b) €<), *(z,y), ~*(2)).
Versala bokstéver i antikva betecknar om inte annat sigs doménerna for strukturerna med beteck-

ning motsvarande fraktur, t.ex. har strukturerna 2, &, S doméner A, G, S.)

Exempel: En L, ,-struktur 2 innebar alltsa en méngd A med ett element

- . T
e € A, en bindr operation (dvs en 2-stillig funktion) *> och en funktion ~!*, men

det behover inte vara en grupp.

Definition 1.3 (homomorfi):
Lat 2 och B vara L-strukturer.
En funktion h: A — B kallas en homomorfi omm for alla ay,...,a, € A och
alla n-stalliga funktionssymboler f och relationssymboler R i L:
h(f*(ay,...,a,)) = fB(h(ay),..., ha,))
(ai,...,a,) € R* = (h(a1),...,h(a,)) € R®
Att h ar en homomorfi fran 2 till 28 betecknas

h:2A — 8.

(Fallet n = 0 ger speciellt att om h: 2 — B sa ar h(c®) = ¢® for alla konstanter ¢ € £ och att

P* = P® (inte sikert <) for alla O-stélliga relationer (satslogiska atoméra sentenser) P € L.)

Exempel: Om 3 ar heltalen Z och 3,, heltalen modulo m, Z,,, ger den vanliga
avbildningen Z — Z,, en L,;,,-homomorfi.

Om A ar en graf G och B ar den fullstindiga grafen K, motsvarar Lg..s-
homomorfier 2 — B precis hornfargningar av G med hogst n farger.

Definition 1.4 (inbdddning):
Lat A och B vara L-strukturer.
En homomorfi i: 2 — B ar en inbaddning omm (utéver villkoren fér homomorfi)
h: A — B ar en injektion
(ai,...,a,) € R* & (h(ay),...,h(a,)) € R®
for alla n-stélliga relationer R € £ och (ay,...,a,) € A"

(Observera att det hiir kriivs '« for relationerna R*, R®.)

Att h ar en inbaddning av 2 i B betecknas
h: A —B.

Definition 1.5 (delstruktur):

Om 2 och B ar L-strukturer, A C B och inklusionsavbildningen (dvs f: A - B
med f(a) = a for alla a € A) ar en inbaddning, kallas 2l en delstruktur till B och
B en utvidgning av 2. Detta betecknas

2A C 5.
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En delstruktur till en grupp ar precis detsamma som en delgrupp, medan en
delstruktur till en graf ar en inducerad delgraf (dvs hérn i delgrafen som &r grannar i

den ursprungliga grafen dr ocksa grannar i delgrafen).

Om B &r en L-struktur och @ # A C B, & A doménen for en (entydig)
delstruktur till B8 omm A ir sluten under f® for alla f € £. Om speciellt £
inte innehaller nagra funktionssymboler (inklusive inga konstanter), t.eX. L,.q, Och
Lgray, ar varje icke-tom delmangd till B doman for en delstruktur till 2B.

Om {2, },¢; ér en familj av delstrukturer till £L-strukturen B, &r (,.; A, anting-
en tom eller doménen for en gemensam delstruktur, () ., 2, till alla 2, :na (och
till 2B).

Det foljer att om @ # S C B, finns en minsta delstruktur (S)® till B som
innehaller S (skérningen av mingden (icke-tom, ty B ingar) av de delstrukturer till B vars

el

doméner innehaller S; S och funktionerna f* med f € £ fungerar som konstruktorméngd for
(8)®:s domsn). Om L innehaller minst en konstant (0-stillig funktionssymbol) &r
<®>$B en minsta delstruktur till 28 (en delstruktur till alla B:s delstrukturer).

Definition 1.6 (isomorfi):
Lat 2 och B vara L-strukturer.
En inbaddning h: 2l < B ar en isomorfi omm (utéver villkoren fér inbéddning)

h: A = B ar en bijektion
Att h ar en isomorfi mellan A och B betecknas
h: A =98,

2l och B ar isomorfa, betecknat 2 = 983, omm det finns en isomorfi A : A = B.
En automorfi dr en isomorfi 2 = A av 2 med sig sjalv. Mangden Aut(2l) av
alla automorfier av en struktur 2l ar en grupp under sammansattning.

Detta stammer ju 6verens med de isomorfier vi sett (for ordnade méngder,
grupper och grafer), de kan alla beskrivas som ”bijektioner som bevarar funk-
tioner och relationer”, och det géller allmént att isomorfi ar en ekvivalensrela-
tion pé L-strukturer (reflexivitet, symmetri och transitivitet foljer av att id4 &r en bijektion,
att h bijektion = h~! bijektion och att hi, he bijektioner = hahi bijektion).

Om 2 ar en L-struktur och h: A < B en bijektion, kan h anvandas for att
definiera en (entydig) L-struktur 9B, med domén B och h: 2 = B.

Sa, i L-strukturer ar L:s funktionssymboler och relationssymboler ”realiserade”
som funktioner och relationer pa strukturens doman. Men det behover inte
vara sa att strukturerna beskriver det vi avsag att beskriva med just spraket

L.

T.ex. ar (eller motsvarar) alla grupper L, ,-strukturer, men det ar inte sa att varje

Lrp-struktur 2A beskriver en grupp. Inget hindrar t.ex. att a ** a1 £ e for
a € A. Gruppaxiomen stiller krav pa egenskaper och samband mellan e*, **
och —1*.

For att beskriva dessa egenskaper och samband behover vi ett sprak for att ut-
trycka pastaenden om strukturer. Ett sadant sprak, férsta ordningens predikat-

logik behandlas i nasta avsnitt.



2. Om (foérsta ordningens) predikatlogik

Nar vi behandlade satslogik och dess sprak, lat vi A betyda 'det ar lordag’
och B betyda ’Lisa laser diskret matte’ och skrev det sammansatta pastaendet
‘om det ar lordag, laser Lisa diskret matte’ som

A— B

och om vi vill uttrycka att bade Lisa och Olle léser diskret matte, kan vi lata
D betyda ’Olle laser diskret matte’ och skriva B A D. Men i sa fall missar vi
det vasentliga att det ar tva personer som gor samma sak, i motsats till i fallet
AN B (det &r 16rdag och Lisa ldser diskret matte’).

Predikatlogiken tillater att vi infor ett predikat (dvs en (enstillig) relationssymbol)
L, sig, med betydelsen ’laser diskret matte’. Om man ocksa infér konstan-
terna a for Lisa och b for Olle, kan vi uttrycka att bada skoter sina studier som

LanNLb

och att alla (i nagon aktuell domén) laser diskret matte som
Vo Lz,

mycket béttre och framfoér allt, mer lampat for vara behov i matematiken.
Notera hur kvantifikatorn V och variabeln x gor det mojligt att uttrycka
sig om element i doménen som vi inte har nagot namn for.

I predikatlogiken uttrycks (vissa) pastaenden om L-strukturer med ”sentenser”
strangar av symboler fran mangden LU{=,—, A, 3, (, ), vo, v1, . ..}, som definie-
ras rekursivt (med konstruktorer). (Den som saknar V, —, <+ och V, se nedan.)

Man behover dels termer, som skall beteckna element i doméanen, och dels
formler, som skall uttrycka egenskaper hos dem.

Definition 2.1 (termer):
L-termer (svarar (da variablerna ges viirden) mot element i doménen) definieras rekursivt:

e varje variabel v; ar en L-term
e omty,...,t, ar L-termer och f € L en n-stallig funktionssymbol (n € N)
ar f(tl, ose tn) en L-term (speciellt (n = 0) &r varje konstant ¢ € £ en L-term)

Definition 2.2 (tolkning av termer):
I en struktur 2 och for en tilldelning b = (bo, by, ...) av virden b; € A till
variablerna v; har £-termen ¢ tolkningen t2[b] € A, rekursivt definierad:

o V2[b] = b; B

o fltr, oo ta) 0] = FAEYDL, - ER[D))

(Att detta definierar tgl[l;] entydigt, beror pa att termerna definieras entydigt rekursivt ovan.)

Sats 2.1:
Om h: A — B med A, B L-strukturer och ¢ ar en L-term ar
A(t*b]) = t¥[h(D)],
for varje tilldelning b av virden i A. h(b) = (h(bo), h(by), . ..).
Ty: Induktion over ¢:s form (med definitionerna 1.3, 2.1 och 2.2):
e Om ¢ &r v; ar h(t%[b]) = h(v2[b]) = h(b;) = vE[h(b)] = tB[h(b)],
e om t &r f(t1,...,t,) och h(t2[b]) = tB[h(b)] for i = 1,...,n &r
BEED) = h(F (. t)2B) = RO 208 =
= fR(AETR]), - ., h(ER1B]) = FRAT[RO)], - . 17 [M(D)]) = t*[R(D)]. O

-,



Definition 2.3 (formler):
L-formler (svarar (da variablerna tilldelas virden) mot pastaenden) definieras rekursivt:

e om tq,ty ar L-termer ar t; = t5 en L-formel

e om R € L ar en n-stallig relationssymbol och ty,...,t, ar L-termer,
ar Rty ...t, en L-formel

e om v ar en L-formel ar =1 en L-formel

e om ), ar L-formler ar (¢p1 A 3) en L-formel

e om v ar en L-formel och x en av variablerna v; ar dx 1) en L-formel

L-formler av typerna t; = t5 och Rt;...t, kallas atoméara formler.

Vissa symboler betraktas som forkortningar (som nistan alltid anviinds):
(1 Vaho) star for = (=t A ),
(V1 = @2) star for —(v1 A =),

(Qﬂl < wg) star for (ﬁ(wl A\ _'wg) AN _'<_|17D1 A\ ?/}2)),
Vr star for —dx -,

Variabelnamnen v Vi, .- anvands nastan bara i definitioner och liknande, i
0 ’ 9
K praktiken” anvands oftast T,Y,...

Definition 2.4 (satisfiering): B
For en L-struktur 2, en tilldelning b och en L-formel ¢ definieras
A = B,
utlést som "¢ ar sann i 2 for I;”, " b satisfierar w1 A" eller liknande, enligt
AEt = tQ[E] & 4[b] och t2[b] ér samma element i A

-,

Ak Rty...t,[0] & (2[b],...,12[0)) € R
mhw@ & AE YD) |

AE (1 Ao)[b] & AEP[b] och AE Polb]
R F Jryb] < det finns a € A med A F [bY],

dar b2 ar tilldelningen som ger v; vardet a om z = v; och véardet b; annars.
(Att detta definierar 2 E ¢[b] entydigt, beror pa att formlerna definierats entydigt rekursivt ovan.)

Oftast skriver vi inte [b], utan bara t(ay, .. ., ay) for t2[b] och 2 F ¢(ay,. . ., ay)

for A E go[l;] om gger t:s respektive ¢:s variabler x4, ..., z, vardena ay, ..., a,.

(Att de ar oberoende av Ovriga variablers varden visas med induktion éver t:s och ¢:s former.)

Definition 2.5 (sentenser):
En L-sentens ar en L-formel utan fria variabler (dvs inga variabler som behover

tilldelas vérden, alla ingdende variabler z dr bundna av ett Iz (eller ett Yz )).
For en L-sentens ¢ och en L-struktur 2A skriver vi
AE @

i stallet for A F QO[E], eftersom det ar oberoende av g (kan som ndmnt ovan bevisas

med induktion 6ver ¢:s form).



3. Om modeller och teorier

Relationen A F ¢ mellan L-strukturer och L£-formler/L-sentenser definierar
en ”dualitet” mellan mangder av dem, sa som uttrycks i foljande definitioner.

Definition 3.1 (modeller):
Om 2 ar en L-struktur, ¢ en L-sentens och I' en mangd L-sentenser:

2 ar en modell for ¢ omm A F .
2 ar en modell for I', A F I', omm A F ¢ for alla ¢ € I'.

Definition 3.2 (realiserade méngder):
Om <p(x1, .. ,:Cn) (dvs alla ¢:s fria variabler finns bland x1,...,z, och inga tva av dem &r
samma variabel) ar en L-formel och 2 en L-struktur kallas
o) ={(a1,...,a,) | AFE p(ar,...,a,)} T A"
for mangden som ¢ realiserar (I6sningsmingden till ¢ som ekvation).

Definition 3.3 (ekvivalenta formler):
Tva L-formler ¢ och v kallas ekvivalenta,

@ = ¢ omm p(A) = P(A) for alla L-strukturer 2.

Definition 3.4 (teori, satisfierbar teori):
En L-teori T ar en mangd L-sentenser.
Teorin T kallas satisfierbar omm den har (minst) en modell.

Definition 3.5 (axiom, elementar klass strukturer):

Vi later Mod(T') = {2 | 2 E T'}, méngden av alla T":s modeller.

T kallas en uppséttning axiom fér Mod(7") och en klass L-strukturer som &r
Mod(T') f6r nagon teori T" kallas en elementar klass av L-strukturer.

Definition 3.6 (ekvivalenta teorier):
Tva L-teorier S och T ar ekvivalenta,
S =T omm Mod(S) = Mod(T).

Definition 3.7 (en strukturs teori, elementirt ekvivalenta strukturer):
Om 2 ar en L-struktur ar A:s teori,
Th(2) = {4 | ¢ en L-sentens, A E ¢p}.

Tva L-strukturer 2 och B ar elementart ekvivalenta,
2A =B omm Th(A) = Th(B),
dvs omm A F ¢ & B F ¢ for alla L-sentenser .

Sats 3.1:
Isomorfa strukturer ar elementéart ekvivalenta,

AP =A=B

(Men inte sdkert omvént, som vi kommer att se senare.)

Ty: Lat 2A, B vara L-strukturer och h: 2 = B en isomorfi.

Vi visar 2 F ¢[b] < B F ¢[h(b)] for alla tilldelningar b och alla L-formler ¢,
med induktion over ©:S form (enligt definitionen av formler och deras satisfiering).
h(t*[b]) = t®[h(b)] for alla termer t, s& (h bijektiv) £ = t3[b] < t¥ = t3[h(b)],
h(t2[b]) = tP[h(b)] for i = 1,...,n ger (h isomorfi) R™} ... t2[6] & RZtE .. . t2[h(b)],
om A E ¢[b] < B Ep[h(b)] sa AE —~[b] < AE P[b] & B E ¢[h(b)] < B E -lh(bd)],
om A E ;[b] < B E i[h(b)] fori = 1,2sa A E (1 AYa)[b] < (A E ¢1[b] och A E ho[b]) <
& (B E ¢a[h(B)] och B E ¢a[h(B)]) & B E (¥1 Av2)[h(b)],

o om Ak Pb2] & Bk Ph(b)M2] sa A E Jxp[b] < B F Iz y[h(b)]. O



Vi definierar nu en sarkild typ av inbaddningar och delstrukturer.

Definition 3.8 (elementira inbidddningar):
Lat 2 och B vara L-strukturer.
En funktion h: A — B kallas elementar omm

—. -

AE @[b] & B F o[h(b)],

for alla L-formler ¢ och tilldelningar b.
(Speciellt géller det for alla ¢ utan kvantifikatorer, sa h ar en inbdddning.)
Att h éar en elementér inbaddning av 2 i B betecknas

h: A =5 9B,

Definition 3.9 (elementir delstruktur):
Om A C B och inklusionsavbildningen &ar elementér, kallas 21 en elementar
delstruktur till B, betecknat

2A < B.

Det &r inte (som man skulle kunna tro) sa att (A C B och A = B) = A < B, utan
elementar inbaddning ar ett starkare krav (men 2 < 8 = (A C B och A = B)).
T.ex. ar (Zy,<) € (N,<) och ((Z4,<) = (N,<), s3) (Zy,<) = (N, <), men
(Z+, <) £ (N, <) (ty (Z4,<)E3Jzz <1,men (N,<)Fdzz <1 (Fzz < 1starfor Jzz < y[lyi])).
Exempel: (Q, <) < (R, <) (men det visar vi inte hér).

Eftersom |Q| < |R| finns ingen bijektion h: Q S R, sa (Q, <) 2 (R, <), trots
att (Q,<) = (R, <).

Daremot ar det sant att alla upprakneliga, linjart (dvs VaVy(z <yvVz=yVy<z)
uppfylld), tatt (dvs VaVy3z(z <y — (z < 2 Az < y) uppfylld) ordnade mangder utan
storsta eller minsta element (dvs Vz3yz < y och Vz Jyy < z uppfyllda) ar isomorfa.

4. Nagra matematiskt relevanta axiomsystem

Foljande system av axiom definierar respektive klasser av strukturer, som
alltsa alla 4r elementara klasser.

AXIOM FOR (PARTIAL)ORDNINGAR

1. Icke-strikta ordningar

Sprak Lisoran = {<}

< en binar relationssymbol

Axiom:
<1 Vex <z reflexivitet
K2 VaVy(zgyAy=<ax) —ax=1y) antisymmetri
<3 VaVyVz((x S yANy<z) — < 2) transitivitet

2. Strikta ordningar

Sprak Leoran = {<}

=< en binar relationssymbol

Axiom:

<1 Vz-(r <x) irreflexivitet
<2 VaVyVz((x <yAy<z) = x<z) transitivitet
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Vad géller grupper ar det hér naturligt att anvinda ett sprak som innehaller
en konstantsymbol e for identitetselementet, i stallet for att lata det inga i
axiomen att ett sadant element finns (vilket ocksa vore majligt).

AXIOM FOR GRUPPER
Sprak Lgp = {e,™ !, x}

e en konstant (en 0-stillig funktionssymbol)

~1 en enstallig (unér) funktionssymbol (vi skriver z7! i stallet for ~(z))
x en binar funktionssymbol (vi skriver z * y i stéllet for x(z,y))
Axiom:

Gl VaVyVz(r*xy)xz=x*(y=z) x* ar associativ

G2 Vax(zxe=zxNexx=1x) e ar ett identitetselement

G3 Ve(zxz'=eAz'xz=¢) ~!geren invers

AXIOM FOR (ENKLA, ORIKTADE) GRAFER
Sprak Lgrar = {R}
R en binar relationssymbol, avsedd att beteckna grannrelationen mellan hérn
Axiom:
Grafl Vx—-Rxx R ar irreflexiv, inga 6glor
Graf2 Vz (Rry — Ryzr) R &r symmetrisk, kanterna ér oriktade

Fran Peanos axiom for de naturliga talen foljer de flesta egenskaper for N (den
avsedda tolkningen), men inte alla. Det finns ndmligen modeller for axiomen
som inte ar ekvivalenta (och ddrmed inte isomorfa) med N. Det foljer av Godels
(forsta) ofullstdndighetssats, som vi skall siga mer om senare.

PEANOS AXIOM for N (och en del andra strukturer)

Sprak Lpeano = {0, S, +, *} (den avsedda tolkningen inom [ ]):
0 en konstant [talet O]
S en unar funktionssymbol [efterfoljarfunktionen, ger nésta tall
+, % bindra funktionssymboler [addition och multiplikation)]
(vi skriver t.ex. x 4+ y och x * y i stallet for +(z,y) och *(z,y):)
Axiom:
P1 VzVy(S(x)=S(y) = = =y) S ar injektiv
P2 VzS(z)#0 0 &r inte en efterfoljare
P3 Vzx+0=ux bas i definitionen av +
P4 VaVyz+ S(y) = S(z+y) steg i definitionen av +
P5 Vex+x0=0 bas i definitionen av *
P6 VaVyz*S(y) = (r*xy)+x steg i definitionen av x*

P7 Vz; ... Vz,((¢0 AVz (¢ — ¢S(x))) = Vr ¢x) induktionsaxiom

1 P7 &r ¢x en godtycklig Lpeano-formel med alla fria variabler bland z, 21, . . ., 2z,.
Sa P7 ar egentligen ett odndligt antal axiom, ett s.k. axiomschema.

Med P7 (oftast med n = 0) kan vi gora induktionsbevis i modeller av axiomen,
som N.
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Russells paradox (oberoende upptickt av Zermelo) visar att antagandet att varje
L-formel p(x) (med £ = {€}) definierar en méngd {z | ¢(x)} leder till motsagelse:
A={z|z¢z}=(Ac A& A¢A).

Antagandet ersatts av separationsaxiomet, 3. nedan.

ZERMELO-FRAENKELS AXIOM for mangder
Sprak L,ga = {€}
€ en binar relationssymbol

(Trots att den avsedda tolkningen har méngder som element, kan vi inte vara sékra pa att alla

”verkliga” méngder av element i en modell motsvarar element i modellen.)

1. Extensionalitet
Om z och y har samma element, sa ar x = y,
VeVy(Vz(z Ex > 2z €Ey) > = =1y)

2. Par
For alla z och y finns en méangd {x,y} som innehaller precis x och v,
VeVydzVu (u € z < (u =z Vu =1y))

3. Separation
Om P ar en egenskap (med en parameter ¢), sa finns for varje = och ¢ en mangd
y={z€x|P(z,q)} av alla z € x med egenskapen P,

Vavq3yvz (z € y o (2 € @ A 6(2,4)))

(¢(2,q) en godtycklig Lygq-formel (som definierar P))

4. Union
For varje méngd z finns en méngd y = |z, unionen av elementen i z,
VedyVz (z € y <> Ju(z EuAu € x))

5. Potensmangd
For varje méngd « finns en méngd y = P(x), méngden av alla delméngder till
:C,

VedyVz (z €y <> Vu(u € z > u € x))

6. Oandlighet

Det finns en oéndlig méngd (en méngd som innehaller N),
Jx(o € x AVy(y € z — U{y, {y}} € =))
(o existerar enligt 3. med z # z som ¢(z). {y} = {y,y} existerar enligt 2.)
7. Substitution
Om f &r en funktion, sa finns for varje méngd x en mangd y = {f(y) | y € x}
vp (VavyVz ((e(z, y,p) A (2, 2,p)) >y = 2) =
VedyVz (z € y < Ju(u € ¢ A p(u, z,p))))

(p en parameter, Lmga-formeln ¢ definierar f)

8. Regularitet (valgrundning)
€ ar en valgrundad relation,
Ve(x #2 — Jy(y € x A ~Iz(z Ex Nz € y)))

9. Urvalsaxiomet

Om @ ¢ z finns en funktion f pa x som véljer ett element fran varje y € z,
V(-2 € x — 3f (funk(f) AVy(y € z — f(y) € y)))

(funk(f) &r en Lygq-formel som séger att f &r en funktion, dvs en méngd ordnade

par med VaVyVz (((z,y) € f A (z,2) € f) = y=2). f(2) ges av (z, f(2)) € f.

(a,t) ir {{a}, {a,b}}.)
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5. Om ultrafilter och ultraprodukter

Vi har tidigare sett att om H och K &r delgrupper till en grupp G, sa ar
H N K ocksa det. Mer generellt ar det ju sa, att om {2, },e; dr delstrukturer
till L-strukturen 2, sa &r [),., 2, ocksa det, férutsatt att (),.; A, # D (tex. om

L innehaller minst en konstant).

Vi fragar oss nu, ar det lika enkelt att generalisera den direkta produkten av
tva grupper till fler &n tva och helst mer allménna strukturer?

Om {2, },cr ar (kanske oéindligt manga) L-strukturer, skulle vi vilja infora en pro-
duktstruktur 2 = I1,c;A, med A = 1,c;A, = {(a,)er | @, € A,, allav € I} (i
fortséttningen skriver vi (a,) for (a.).cr). Da kan vi om f € L ar en n-stallig funktions-
symbol lata f2: A" — A ges av

fm((a3)7v(a7)) = (fglL(CL}?""aZZ)) €A
(”komponentvis operation”, som t.ex. produkt och invers i direkta produkter av grupper). Men
det &r inte lika klart hur man skall behandla relationssymboler R € £. Om
R¥ql. . .a™ #r sann for vissa ¢ och falsk for andra, vad skall R*(al)... (a®)
vara? En mojlighet ér att lata nagot ¢ ha ”foretrade”, men det finns en mer
symmetrisk metod (lite som majoritetsbeslut) att definiera en produktstruktur av

2, :na, ocksa da L innehaller relationssymboler.

Definition 5.1 (filter):

Ett filter F pé en mangd I arett F C P([) (en méangd delméangder till I) med
e ¢ F Ic€F,
e ABeF=ANBEF,
e (Ac FochACCCI)=CeF.

Exempel:

F={ACI|BC A} ar ett principalt filter pa I for varje B C I, B # o,

Om [ ar oandlig, &r F = {A C I | I ~ A andlig} ett filter (fréchetfiltret pa I).

Definition 5.2 (dndligskadrningsegenskapen):
S C P([) har iindligskfirningsegenskapen, ase (eng. finite intersection property,
fip) omm Sy N ... NSy # @ for alla S1,...,5, €S, ke N.

Sats 5.1:

Om S C P(I) finns ett filter F med S € F C P(I) omm S har &se.

Ty: =:Om S C Foch Ay,..., A, eSar AiN...NA, # 3 (ty € F),
<:0m S har dse, ar F={ACTIT|SN...NSx C A, nagra Sy,...,S5: € S}
ett filter (verifiera egenskaperna i definition 5.1). [

Sats 5.2:
Om F C P(I) ar ett filter och B C I, finns ett filter som utvidgar F och
innehaller en av B och B°.

Ty: Vi visar att (minst) en av F U {B} och FU {BC} har ase (och anvinder sats
5.1). Annars skulle det finnas A;, Ay € F med AiNB = Ay, N B° = & och
dérmed A; N Ay = (A1 N As) N (B U B°) = @, motségelse. O
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Sa lange det finns B C I med B, B¢ ¢ F kan ett filter F alltsa utvidgas.
Om det upprepas (oéndligt manga ganger) bor man till sist na ett ultrafilter.

Definition 5.3 (ultrafilter):
Ett filter U pa I ar ett ultrafilter omm for varje A C I: A € U eller A° € U.

Exempel:
U={ACT]|e A} for ett 1o € I &r ett principalt ultrafilter. Om [
ar andlig ar alla ultrafilter principala, men for oéndliga I finns icke-principala
ultrafilter.

Sats 5.3:
For varje filter F finns ett ultrafilter & med F C U.
(Som nadmndes ovan. Ett strikt bevis kraver ett urvalsaxiom, se senare i kursen. Ett ultrafilter som

utvidgar fréchetfiltret pa I &r icke-principalt, ty inget ¢o € I ingér i alla element i fréchetfiltret.)

Definition 5.4 (relationen ~y):
Lat {2, },er vara L-strukturer och U ett ultrafilter pa I.
Relationen ~;; pa Il,crA, ges av (a,) ~y (b,) omm {v € [ | a, =0} € U.

Sats 5.4:
~y ar en ekvivalensrelation pa I1,¢7A,. Dess ekvivalensklasser betecknas (a,)y.

Ty: Foljer av ultrafilteregenskaper och att {¢+ € I | a, = a,} = I € U (reflexivitet),
{tel|la,=b}={tel]|b =a,} (symmetri), {t €I |a,=b}N{tel|b =c}C
C{rel]a, =c} (transitivitet), for alla (a,), (b,), (¢,) € 1 A,. O

Definition 5.5 (ultraprodukt, ultrapotens):
Ultraprodukten av {2, },c; med ultrafiltret U, T,/ 2, /U (eller T,,21,),
ar L-strukturen med

doman HLGIAL/U = {(ab)u | (CLL) S HLGIAL}a
(@ @) = (Pl a)
RMW(glyy .. (aM)y & {tel|R%al...a"} el,
for n-stalliga f, R € L.

Hbe]QLL/Z/{ blir valdefinierad (fH“Q‘" och R™*: oberoende av valen av representanter for
ekvivalensklasserna (al )y, ...), ty U ar ett filter.
Om alla 2l, ir samma, 2, kallas ultraprodukten en ultrapotens, 21! /U/.

Sats 5.5 (Lo$):
For varje £-formel ¢ med n fria variabler:

1 1
e A UE o((a)uy- -y (@) < {eel|A Epla,...,a")} €U.
(Ultraprodukten avgdr sant och falskt med majoritetsbeslut, dar majoritet betyder att tillhora U.)
Ty: Induktion 6ver ¢:s form (med definitionerna 2.2, 2.4, 5.5). Vi hoppar 6ver detal-

jerna. (O)
Sats 5.6:
Om 2A ar en L-struktur och U ar ett ultrafilter pa I ar

A=< A U,

dar a € A identifieras med elementet (CL)L{ S AI/Z/[ (a. oberoende av ¢).
Ty: A avbildas injektivt i AT /U, ty om a # b &r (a) 7%y (b) och for varje
tilldelning b av varden i A ar I, A,/ UF ¢[b] & {v e I | A, Epb]} eU &

-,

< A FE ¢[b] (enligt Los’s sats vid forsta ). O
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Sats 5.7:

Elementara klasser av strukturer ar slutna under ultraprodukt.

T.ex. ar alla ultraprodukter av grupper grupper, alla ultraprodukter av linjart
ordnade mangder linjart ordnade mangder etc.

Ty: Om A, Fp, el sall,e A/ UE oty {tel |A FpteU T eU, sa
alla sentenser  som definierar klassen satisfieras av ultraprodukten. 0

Satsen kan anvéndas ”at andra hallet” for att visa att ingen sentensméangd
beskriver valgrundade relationer.

Vi ger en struktur med en valgrundad relation och en ultrapotens av struk-
turen déar relationen inte ar vélgrundad. Det visar pastaendet.

Lat 2 = (N, <) och U ett ultrafilter pa N som utvidgar fréchetfiltret. 2 &r
som bekant villgrundad, men {(a*)y | k € N} # & saknar minimalt element i
AN /U da af = max(0,n — k), eftersom (a?)y < (a¥)y & j > k.

Pa motsvarande satt kan man visa att klassen av sammanhangande grafer inte
ar elementar, eller klassen av andliga grupper.

Los’s sats anviands ofta med U en utvidgning av fréchetfiltret. Da gor ultra-
produkten varje utsaga sann som &r sann i alla utom ett andligt antal av 2,:na
och man kan se manga egenskaper hos I1,¢;2, /U utan att kénna U i detalj. Vi
ger ett sista exempel.

Exempel (de hyperreella talen, *R):

Lat R vara strukturen av de reella talen, med doman R och sprak £ =
,Crmg U {<} (alla med de vintade tolkningarna) och U ett ultrafilter som utvidgar
fréchetfiltret pa N. Strukturen *R = RN /U kallas da hyperreella tal.

Enligt konstruktionen ar precis samma sentenser i £ sanna i *R som i R, sa
”forsta ordningens predikatlogik kan inte skilja pa R och *R”, men med a,, = %
ar 0 < (a)y < r for varje reellt r > 0. Man séger att (a)y € *R ar ett in-
finitesimalt tal. Det gar att "rdkna som vanligt” med hyperreella tal och
varje funktion pa R &r automatiskt definierad pa *R enligt f((a,)u) = (f(a,))u
(det paminner om hur varje kontinuerlig funktion som &r definierad pa Q entydigt kan fortsittas
till R, men for att ga fran R till *R kravs inget sarskilt av f).



