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Kinesiska restsatsen

Vi vet att for varje m € Z, och varje a € Z, ges alla x € Z som uppfyller
r=a (modm)

av x = a + tm, for t € Z. Det foljer ju direkt av definitionen av kongruens:
x=a (mod m) < m|(x—a) < x—a=tm for nagot t € Z.

Men antag nu att vi har flera sadana kongruenser och vill finna de heltal z som
uppfyller dem allesammans. Dvs, vi soker alla losningar x € 7Z till foljande
system av kongruenser:

(*)
x=ar (mod my),

dar k, mq,..., my € Z, och aq,...,a; € Z. 1 det enklaste fallet, nar mo-
dulerna m; &r parvis relativt prima, siger Kinesiska restsatsen (eng. the
Chinese remainder theorem, CRT) att (f6r varje k € Z, och) for varje
val av heltal aq, ao, ..., a; finns I6sningar till systemet och satsen anger ocksa
hur olika losningar forhaller sig till varandra.

Den naturliga avbildningen Z — (Zy, X Zm, X «« o X Zin,,)

Lat Zy, X Zpy, X ... X Ly, som vanligt beteckna mangden av alla k-tupler
(b1, ba, ..., bg), dér b; € Z,y,, for i =1,..., k. Vi definierar funktionen

F:Z— (Zpy X Ly X ... X Lyy,)

enligt
F(l‘) = ([x]mw [x]mzv REN) [I]mk>
dar [x]m, = {y € Z | y = = (mod m;)}, dvs [z}, & "z betraktat som ett

element i Z,,,”.
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Exempel. Om vi tar x = 718, m; = 5, my = 6, m3 = 7, finner vi
F(718) = ([718]57 [718]67 [718]7) = ([3]57 [4]67 [4]7)7 Vanligen skrivet (37 47 4)

(Slut pa exemplet.)

Eftersom [2],,, = [ai]lm;, < © = a; (mod m;), uppfylls (%) av z € Z omm
F(x) = ([al]mn [aQ]mza ) [ak’]mk)'

Dessutom galler
F(z)=F(y) < [T|m, = [ym, fori=1,... k<
sr=y (modm;) fori=1,....kem;|(z—y)fori=1,... k<
< mgm(my,...,mg) | (x —y),
sa om x uppfyller (%), gor y det omm x =y (mod mgm(my,...,my)).
Antag nu att modulerna m; ar parvis relativt prima och infér beteckningen
m=mj - mg-... Mg Daéar mgm(my,...,my) =m, sa

F(r)=F(y) & m|(z—y) < [2]mn = [Yln

Det betyder att F' definierar en funktion
[l = Ly X Lipy X ... X Ly, ) enligt f([z],,) = F(x).

< ovan visar att olika y € [z],, har samma F'(y), sa f &r vildefinierad.

=, a andra sidan, visar att f([z]n) = f([Ylm) = []m = [Y]m, sa f &r ett-till-
ett (en injektion). Eftersom |Z,,| =m =my-...-my = |Zp, X ... X L, | och f
tar olika element i Z,, till olika element i Z,,, X ... X Z,,, (och m ar &ndligt), antas
alla viarden i Zy,, X ... X Zp,, sa f ar ett-till-ett och pa (en bijektion).

Exempel. Med m; = 3, my = 5 (relativt prima, ju), som ger m = 15, finner vi
funktionen f : Zq5 — Zs3 X Zs (vi underforstar []is, []s,

[1s
f(0) =(0,0), f(5) = (2,0), f(10):(1;0)
71y = (L1), 7(6) = (0,1), F(11)=(2,1)
f2)=1(2,2), f(1)=(1,2), f(12)=(0,2)
fB3)=1(0,3), f(8)=1(2,3), f(13)=(1,3)
f(4) = (1,4), f(9)=1(0,4), f(14) = (2,4)

och vi ser att varje element i Zs X Zs antas som vérde precis en gang.

Isomorfin (Zy,s +5+) & (L, X oo X Linys ++)

Vi definierar addition och multiplikation komponentvis i Z,,, X ... X Z,y,,,
(2lmss - [2lme) + (Whenss - W) = (2my 4 Wlmas - [y + Y],

([‘T]mm R [x]mk) ’ ([y]mn T [y]mk) = ([aj]ml ) [y]ml7 R [x]mk ) [y]mk)7
(observera att + och - i VL:en definieras hir, medan + och - i HL:en &r i de olika Z,,) och minns
att [ZL’]n —+ [y]n = [.T -+ y]n, [l’]n . [y]n = [l‘ . y]n (enligt definitionen av + och - i Zy).

Vi finner da for x,y € Z,,:

F(x)+ f(y) = f(x+y) och f(z)- f(y) = f(z-y).

(+ och - i vL:en dr definierade ovan och + och - i HL:en &r i Z,.)
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Det betyder att (Zm, +, ) och (Zm1 S ) (om m;:ma ar parvis relativt
prima) &r isomorfa (eng. isomorphic), betecknat

(Zs +5°) = (Ziny X oo X Lipyy +5+)-

f ar en isomorfi (eng. isomorphism) (strukturbevarande bijektion) mellan dem.

Vi har darmed visat foljande

Sats:
Om k, my,..., my € Zy, sgd(m;,m;) =1dai# jochm=my-...-my, sa
definierar den naturliga avbildningen f : Z,, — Z,,, X ... X Z,,, en isomorfi

(Zny +,°) = Ly X oo X Loy, +, )

Med denna isomorfi kan berdkningar och resonemang i Z,, ofta forenklas.
Om man t.ex. skall berdkna x - y (eller z + y) kan man gora det genom att

bestémma f(z) och f(y), berdkna f(z)- f(y) = f(z-y) (eller f(2)+f(y) = f(z+y))
(med enklare, oberoende berdkningar i Z,, :na, eventuellt parallellt) och sedan
"ga tillbaks” (eftersom f ar bijektiv) for att finna x - y (eller & +y) 1 Zy,.

Eftersom f &r en isomorfi och f(1) = ([1]m,, .-, [1]m,) ser vi ocksa att
x € Ly, ar inverterbar < det finnsett y € Z,,, med -y =1 &
< det finns ett y € Z,,, med f(z)- f(y) = f(1)
& det finns ett y € Z,,, med (&), - [Y]m, = [1]m, fOri=1,... k<

& [2]m, ar inverterbart for i = 1,...  k,
sa T € Ly, ar inverterbart (i Z,) omm [z],,, ir inverterbart (i Z.,) fori =1,...,k
och da ar f(a7") = ([z],.}, ..., [z].h)-

Exempel. Om vi ater tar m; = 3, my = 5 och m = 15, kan vi berakna 9 - 13
i Z15 sa har:

Enligt tabellen ovan ar f(9) = (0,4), f(13) = (1,3), sa f(9-13) = f(9)-f(13) =
(0-1,4-3) = (0,2) = f(12) (sista '=" enligt tabellen). Eftersom f &r injektiv ger
det att 9-13 =121 Zq5.

Pa samma sitt finner vi f(9+13) = (0,4)+(1,3) = (1,2) = f(7),sa9+13 =7
i Z15.

f(12) = (0, 2) visar ocksa att 12 inte &r inverterbart i Zjs (ty 0 ér inte inverterbart i
Zs) och f(13) = (1, 3) ger att 13 ar inverterbart i Zys (ty [1]s och [3]s &r inverterbara)
och f(1371) = (171,371 = (1,2) = f(7) ger 1371 =71 Zy;s.

(Slut pa exemplet.)

Da man riaknar med mycket stora tal (i Z), sarskilt om manga additioner och
multiplikationer skall utforas i foljd, kan metoden som beskrivits har anvandas
for att snabba upp beridkningarna (snabb aritmetik). Man anvénder da
m;:n av rimlig storlek och ett ganska stort k for att fa ett mycket stort
m. Berékningarna i de olika Z,,, kan (relativt snabbt) utforas parallellt och
om man kan uppskatta att resultatet ligger i ett intervall av langd hogst m,
bestams det av det beraknade vardet i Z,,,.

For att detta skall vara praktiskt anvindbart, maste vi kunna berdkna véirden
for f och f~! (dvs finna ett varde for x med givet ([z],,, - . ., [*]m, )) ndgotsanér
snabbt. I exemplet fann vi x med hjéalp av tabellen for f, men det ar forstas
inte mojligt da m ar jattelikt. f fas med division med (de inte sa stora) m;,
vilket gar snabbt, och for f~! skall vi finna en effektiv metod i nista avsnitt.



Ater till Kinesiska restsatsen

Existensen av bijektionen f : Z,, — (Z,, X ... X Zy, ) uttryckt i termer av
l6sningar till systemet av kongruenser (x) som vi utgick fran ger

Kinesiska restsatsen:

Om k, my,..., my € Zy, sgd(m;,m;) = 1dai # j, m =my-...-my och
ai,...,ay € Z, sa har systemet av kongruenser
r=a; (mod my)
r=ay (mod my)
(%)
r=ar (mod myg),

en 16sning och den ar entydig modulo m
(dvs om x &r en l6sning, ges alla 10sningar av x + ¢ -m, t € Z).

Det aterstar att finna en enkel metod for att fa fram en 16sning x € 7Z till (x),
da m;:na och a;ma ar givna, dvs att finna x med F(z) = (ay, ..., ax).

Vi beskriver tva metoder:

1. Med anvandning av F':s linearitet:
Antag att vi har heltal y;, ¢ = 1, ...,k som uppfyller
j k

F(y;) = ((1), ..., 0 i, 0,...,0), med den enda 1:an i position i. Da &r

Flayyy + ...+ apye) = ([aays + - o 4 axli)mys - --) = ([@1)mys - - - [Qk)my,),
sax = a1y + ...+ arpyg ar en losning till (*) (och y € Z ar en losning omm
Y =m T).
Sa, om vi har sadana y; kan vi finna alla 16sningar till (x) mycket effektivt.
Om vi speciellt vill 16sa manga system () med olika a;, récker det att berdkna
y;ma en gang for alla (eftersom de inte beror av a;ma). De kan lagras och
anvindas varje gang de behovs (dvs nar f~! skall beriknas).
For att finna y;, minns att det uppfyller () med a; = 1, a; = 0 for j # i.
Om vi later M; = mﬂ =my-...-m;- ... -my ar M; - b; ett mojligt y; om
M; - b; =,,, 1 och eftersom sgd(M;, m;) = 1 finns sadana b; for i = 1,..., k.
Exempel. I ett tidigare exempel anvande vi m; = 5, mg = 6, m3 = 7 (parvis
relativt prima), sa m = 5-6-7 = 210, och fann F(718) = (3,4,4). Det betyder for
719 = 89 € Zyg att f(89) = (4,5,5) och vi ser att f(8971) = (471,571 571) =
(4,5,3) € (Zs x Zg x Z7). (718 &r inte inverterbart i Zgjo eftersom 4 inte &r
inverterbart i Zg).
For att finna 89! berdknar vi (ett méjligt val av) y1, ¥2, y3 1 detta fall:
y1 =6-7-b =42b; =51 & 2by =5 1 och vi kan ta by = 3, sa y; = 126.
(Hér fann vi by ”med blotta 6gat”, men i ett realistiskt fall skulle man anvanda Euklides algoritm
for att finna by = M; " i Zm,.)
Yo="5-T-by =3bby =5 1 & —by =¢ 1. Vi tar by = —1, sa y, = —35.
Y3 =5-6-b3 =303 =7 1 < 2b3 =7 1. Vi tar by = 4, sa y3 = 30 - 4 = 120.
Eftersom f(8971) = (4,5, 3) far vi
897! = 4y; + bys + 3yz =4 - 126 + 5(—35) + 3 - 120 = 689 =210 59 (i Za10).
(Slut pa exemplet.)
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Metoden i exemplet ar antagligen mindre effektiv for att finna 89~ € Zyio an
Euklides algoritm, men exemplet illustrerar hur man kan berdkna f~!. Om
man soker flera inverser i Zs;o kan den metoden kanske vara anvandbar (eftersom
Y1, Y2, ys bara behover beriknas en gang).

For ett enda exempel gar det dock ofta snabbare med en direkt metod:

2. Losning av kongruenserna en och en:
Vi tar samma exempel som ovan och vill 16sa

r=4 (mod5)
r=5 (mod 6)
r=3 (mod 7).

Den forsta ekvationen uppfylls omm = = 4 + 5s for nagot s € Z.

Dessa = uppfyller ocksa den andra ekvationen omm
445s=b< —s=¢1< s=—1+ 6t for nagot t € Z,

dvs omm z = 4 + 5(—1 + 6t) = —1 4 30¢ for nagot ¢ € Z.

x uppfyller alla tre ekvationerna omm

—14+30t =32t =4 t=2<t=2+Tn for nagot n € Z

(dér sgd(2,7) = 1 anvénts i nést sista steget).

Sa, alla tre kongruenserna uppfylls omm z = —1 4 30t = —1 4+ 30(2 + 7n) =
59 + 210n for nagot n € Z.

Det innebér att [89]5; = [59]210, som med metod 1.



évningsexempel

1. Finn alla z € Z sadana att

x =2 (mod 3)
x =3 (mod b)
=5 (mod 7).

Anvénd bada metoderna som presenteras i texten.
Finn ocksa alla y € Z sadana att for alla 16sningar z,
z-y=1 (mod 3), (mod 5) och (mod 7).

2. Finn alla heltal £ med 0 < z < 3000 sadana att

=8 (mod 11)
x =7 (mod 12)
x =5 (mod 13).

3. Lat f : Zs15 — (Zs X Z7 X Zg) vara som i texten.
a. Finn f(3) och f(43).
b. Finn 1 ((1,0,0)), f~((0,1,0)) och £1((0,0,1)).
c. Anvand f och f~! for att berdkna (186 + 212) - 887! + 167 i Zss.

4. Finn alla x € Z sadana att

x =2 (mod 4)
x =3 (mod b)
=5 (mod 6).

5. Finn alla k € Z, sadana att
a. 7834 =1 (mod 8613).
b. 7834% = 6850 (mod 8613).
c. 7834F = 2703 (mod 8613).
d. 7834% = 1318 (mod 8613).

8613 = 33 - 11 - 29).



Svar

1. £ =684 105m, m € Z och y = 17+ 105n, n € Z.
2. x =811, 2527.

3a. (3,3,3) och (3,1,7), b. 126, 225 och 280, c. 193.
4. Det finns inga sadana x.

5a. k=630n, n € Z,, b. k=213+630n, n € Z.,
c., d. Det finns inga sadana k.
Losningsanvisning till uppgift 5:
Med var isomorfi f : 28613 — (Z27 X 711 X Zgg) fas
f(7834) = (4,2,4), f(1)=(1,1,1), f(6850) = (19,8,6),
f(2703) = (3,8,6), f(1318) = (22,9,13).
Potenser av [4]27, [2]11, [4]292

l{:‘123456789101112131415
1

4514 16 10 13 25 19 22 7 i Zo7
2kl9 4 8 5 10 9 7 3 6 1 ... WAL
4814 16 6 24 9 7 28 25 13 23 5 20 22 1 ... iZy

Villkoren pa k blir:

ia: k =9 O, =10 0, =14 0,

ib: k =9 6, =10 3, =14 3,

i c finns inget k sadant att 4% = 3 i Zor,
id: k =9 77 =10 6, =14 9.



