Matematik, KTH
Bengt Ek
november 2017

MATERIAL TILL KURSEN
SF1679, DISKRET MATEMATIK:

Lite om kedjebrak

0. Inledning

Talet 7 (kvoten mellan en cirkels omkrets och dess diameter) ar inte ett rationellt tal
(dvs inte kvoten av tva heltal), men det kan approximeras godtyckligt nara med ra-
tionella tal. T.ex. ar

£ =3,1428.. 33 — 3,141509. . ., 38 = 3,14159292. . .,

vilka kan jamforas med m = 3,14159265 . ..
Vi skall se hur man pa ett systematiskt satt kan finna goda rationella ap-
proximationer till reella tal och ockséa se "varfor” just 323 ligger sa néra m, i

113

forhallande till sin ndmnare (jr — 222| < 3-1077, medan 5 > 8-107%).

Kedjebrak (eng. continued fractions), som det handlar om, ansluter néara till Euk-
lides algoritm och ar inte alls bara intressanta for approximation.
Som ytterligare ett exempel skall vi se hur de kan anvandas for att ganska
enkelt visa existensen av transcendenta reella tal, dvs tal som inte ar alge-
braiska (inte léser nigon (icke-trivial) polynomekvation med heltalskoefficienter).

Beteckningar:

N dr méngden av alla naturliga tal, N = {0,1,2,...} (i Bigegs: No),

Z &r mangden av alla heltal, Z = {...,-2,-1,0,1,2,...},

Z &r mangden av alla positiva heltal, Z, = {1,2,3,...} (i Biggs: N),

Z>p &r (for n € z) mangden av alla heltal som ar > n, Z>, = {n,n+1,n+2,...},
Q ér méngden av alla rationella tal, Q = {™* | m € Z,n € Z },

A ar mangden av alla (komplexa) algebraiska tal,

R &r méngden av alla reella tal, R = {0, -7, %,ﬂ', —\/% + 6,7, .. 3,

C &r méngden av alla komplexa tal, C = {a + bi | a,b € R}.

Kommentar: Med ”kedjebrak” avses har det som ibland kallas enkla ked-
jebrak, med bara l:or i tdljarna (se nésta avsnitt).



1.1. Rationella tal har andliga kedjebrak

Vi infor kedjebrak enligt:

Definition 1.1:
For a € R fas elementen i a:s kedjebraksutveckling, ag, aq, . . ., rekursivt:
e x =ag+ Sg,medag € Zoch0<s9<1

(sa ao ar heltalsdelen av « och so = a — ao)

o for i € N:
om s; > 0: sli = Q;4+1 + Sit1, med a;11 € Z+ och 0 S Sit1 < 1,
om s; = 0: aj, s; inte definierade for j > i.
Om s, = 0 for nagot n € N, sidgs a ha en andlig kedjebraksutveckling,
vilket betecknas

1
a = [ag; a1, as,...,a,] = ag+ .
Da maste, om « ¢ Z, tydligen a, > 2. ay + 1
Exempel pa ett andligt kedjebrak: a2+ SO
o ATL g T an
F{or Q@ Z7m fas
_4m _ 102 o _ 102
—@5—34‘?2?, Saag—3,80—§
1 _ 123 _ s _
%_m—ljtm—w saa; =1, 81 =753
1 102 18 o _ 18
;_H_Zl—}_ﬁa saa2—4,32—ﬁ
121 3 o _ 3
g—ﬁ—l‘i‘ﬁ, Saag—l,Sg—E
=5 =06+0, sdays=06,5,=0
(54 =10, sa aj, s; ar inte definierade for j > 4
471
— =13;1,4,1,6] =3
123 31,4, 1,6] * 1
1+ 7
Da man betraktar rdkningarna i 4+ -
Euklides algoritm fér 471 och 123: L+3

(471 =123 -3 + 102,

123 =102 -1+ 21,

102 =21-4+ 18,

21 =18-1+3,
(18 =3-64+0
ser man att kedjebraksberikningen ar densamma, fast skriven med kvoter.
a;:na, elementen i kedjebraksutvecklingen, ar kvoterna i Euklides algoritm (som
man inte behver niar man bestdammer sgd:n). Detta galler tydligen allmant (inte bara i
vart exempel), sa eftersom Euklides algoritm for varje par av heltal tar slut i
ett andligt antal steg, har varje kvot av heltal (dvs varje rationellt tal) en andlig
kedjebraksutveckling. Omvént ar vardet av ett andligt kedjebrak alltid ett
rationellt tal (induktion éver lingden n, [ao; a1,...,an] = ao + m) Det ger:

Sats 1.1 (adndliga kedjebrak):
Mangden av reella tal o som har dndliga kedjebraksutvecklingar ar precis de
rationella talen, alla o € Q.



1.2 Irrationella tal har oandliga kedjebrak

Hur ar det da med o € R . Q? Kan de bestdmmas av sina (oéndligt manga)
element ag, ay,...7 Vi skall se att svaret pa den fragan ar "ja”.

Definition 1.2:
Vardet av den oandliga kedjebraksutvecklingen med element ay € Z och
a; € Zy fori=1,2,... ar

lag; ai, ag,...] = lim [ap;ay,as, ..., ayl.
n—oo
Talen [ag;aq,...,a,], n € N, kallas konvergenter for ett (indligt eller oindligt)

kedjebrak [ag; ay,...] (med a, definierat).

Vi visar snart att gransvardet ovan alltid (dvs for alla sadana {a;}:cn) €xisterar.
Infor vy, = (qx, pi) for k € Z>_5 enligt

V2 = <Q—27p—2) = (170)a V1= (q—lap—l) = (07 1)7
Vi = (qr, pr) € Zy X Z, dér 2—: = [ag; a1, ..., ax], sed(qe, pr) = 1, for k € N.

vy, ar alltsa for £ € N en heltalsvektor i hogra halvplanet som entydigt repre-
senterar den k:e konvergenten, vars varde ges av vy:s riktningskoefficient.

For att berdkna [ag;ay,...,a;] verkar det naturligt att borja fran slutet (med
ap—1 + o = %% ete.). Men det kan goras enklare, enligt foljande viktiga

ag

Sats 1.2:

=a _ _
For k € N galler vy, = ap vi_1 + Vi_2, dvs Pr k Prk—1 + Ph-2
k. = Qk gk—1 + Q2
ochl=¢qo < q1 <gq2<..., speciellt lim,,_,., q, = o0.
Ty: Lat [al; ag, . .. ,ak] = 2571 (en (k — 1):a konvergent).
k—1
Enligt definitionen av Z—: ar

/ =q !/ /
R R S U L N Y S LS IO
Ak P 4k = Pr—15

((¢21,p21) = (0,1), (¢L2,p 2) = (1,0). Att sgd(gr—_1,pr—1) = 1 = sgd(pr—1,a0pp—1 + @r—1) = 1
och p,_; >1da k >0 och a1 > 1 (ses av uttrycket for [a1;az,...,a;]) har anvants.)
Satsen visas nu med induktion Over k.
Bas: For k = 0 pastas att vo = agv_1 +v_s = (1,a9). Stammer, ty Z—g = ap.
Steg: Antag att pastaendet ar sant (for alla sndliga kedjebrak) for k = s € N.
D& &r psi1 = aopy + g5 = o (ast1Pe_1 + Py_s) + (As1 o1 + q5_s) =
= asy1 (@0 Py +q51) + (0P + qi_s) = Qss1Ds + Ps—1
och gsy1 = Py = Gs41P5_1 + Pg_y = U511 Gs + Gs—1-
Antagandet gav att pastaendet ar sant for £ = s 4+ 1. Det bevisar satsen. [J

!
(VI =ass1Vi_1 + vi_o eftersom % = [a1;a2,...,as+1], med as11 (inte as) som sista element.)
s

Exempel pa berdkning av ett andligt kedjebrak:

[3;1,4,1,6] kan enligt satsen berdknas k -2 -1 0 1 2 3 4

som till hoger (t.ex. &r [177] =6-[2]+[¥]). ak 31 4 1 6

Sa [37 1; 47 1; 6] = % (som &r % forkortat). Pk 0 1 3 4 19 23 157
a 1 0 1 1 5 6 41
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Sats 1.3 (samband mellan olika konvergenter):
Om k € Z, respektive k € Z>y och ag € Z, ay,aq,...,a; € Z; ar element i
ett kedjebrak, géller for dess konvergenter

Prk—1 Pk _ (=1DF  pr2 _ Pr _ G (=1)F*

Q-1 Q& G Qe-1  Qr-2 Gk Qr Qr—2

och Y VY b b b Yy
0 2 4 5 3 1
D2 B BB
do qz qa qs qs q1
Ty: Lat (v;, v;) beteckna matrisen med v; och v; som kolonner, dvs (% ¢ ).
Da ar for k € N

Pr—1 Gk — Pk Qr—1 = det (Vi_1, Vi) = det (Vi_1, ap Vi1 + Vi—2) =
= —det (Vi_a,Vi1) = ... = (=1)*det (v_1,v_3) = (—1)",
vilket ger den forsta likheten. Den andra foljer fran
det (Vi_g, Vi) = det (Vi_a, g Vi_1 + Vi—2) = ai, det (Vi_g, Vi_1) = ax(—=1)F1.
Det ger olikheterna mellan konvergenterna, ty ¢; > 1 da ¢ > 0 och a; > 1 da
i> 2. O

For oandliga kedjebrak ger olikheterna i sats 1.3 att féljderna av udda respek-
tive jimna konvergenter konvergerar (satsen om konvergens av begrénsade

monotona foljder) och eftersom lim;Hoo(’; :‘i — Z—’;) = 0 ar deras griansvarden

lika, sa hela foljden av konvergenter konvergerar. Det ger foljande sats.

Sats 1.4 (konvergens for oandliga kedjebrak):
For varje f6ljd {an}nen, (a0 € Z, an € Z for n € Z1) finns ett entydigt varde for
dess kedjebrak

[ao; a1,a2,...] = lim [ag;ai,...,ay].
n—oo

O

Sats 1.3 visar mer om hur konvergenterna narmar sig kedjebrakets varde:

Sats 1.5 (avstanden mellan konvergenterna och kedjebrakets virde):

Lat ag,aq,...,a, vara element i ett (dndligt eller oéindligt) kedjebrak med varde a.
Da ligger a mellan Z—: och fl% for 1 < k <n (= 5—: omm ak41 inte existerar) och

Pk Pk—1
a — Be a — =1
| le < | Qk—1|
och, om ay,; existerar, (strang olikhet till héger omm ay, o existerar)
1 1

Pk
o P — o — Bl = |
ar(qr+aqr+1) < | ‘Ik:| — QrGr+1

Ty: Att « ligger mellan Z—: och ’q% foljer av olikheten i sats 1.3.

Om a;, ar det sista elementet i kedjebraket ar o = Z—: o Dol

Qk—1"
Annars finns 24 och (o mellan 2 och 2 Pl mellan o och 251
qk+1 qk dk+1 dk+1 qk—1
|a_&|<|&_l7k+1|: 1 < Ak+41 :|Pk—1_pk+1|<|a_1)k—1|.
k' — '4k qk+1 qk9k+1 — 49k+19k—1 qk—1 qrk+1 " — dk—1
Likhet géller i de yttre olikheterna omm a = 2 men da ar ap,; > 2, sa
qri1’ + )

strikt olikhet galler i den mellersta olikheten.



Den forsta olikheten i sista raden ar klar om o = 222 (da v | — 26 = —L ),
qr+1 dk Ak dk+1
° Pr+DPr+1 : Pk NE PrtiPryr1 .2
nnars f n av e ligger mellan h B (foljden 2L oar
annars fas den av att ¢ r— (# a) ligger mellan a och 2= (foljde el
monotont fran Z—: till Z:iz dai=0,1,...,ap12 och om a; o = 1 existerar a3,
o qo det(vy,
sa da dr o # 252) och [BE — PrtPrer| — = |detCviviey)]
k2 o Tkt k41 ar(artart1) |
Den andra olikheten i 51sta raden Vlsades ovan, vid den forsta raden. Il

1.3 Kedjebraksutvecklingar ar entydiga

Vi inforde i definition 1.1 kedjebraksutvecklingen for ett godtyckligt o € R
och visade i sats 1.4 att alla oandliga kedjebrak konvergerar mot ett reellt tal,
men det aterstar att visa att a:s kedjebrak konvergerar mot just a.

Sats 1.6 (kedjebraksutvecklingar existerar for alla reella tal):
For varje a € R konvergerar dess kedjebraksutveckling mot «.

Ty: Lat o € R ha kedjebrakselementen ag, aq, . .. (enligt definition 1.1).

Om a € Q och ag,ay,...,a, ar dess kedjebrakselement (indligt antal d& « € Q)
ar o = [(Io; ay, ..., an] enligt avsnitt 1.1 (kan ocksa visas med induktion Gver n).
Om a € R\ Q visar vi for n € Z, med induktion pastaendet P,:
h P
) ) qn '’
Det ger ju att a = lim,, 4 z—n = [CLO; A1, .. ] (bara ett reellt tal ligger i alla intervallen).
n /
a = ag + sg, dar % har elementen ay, as, ... och [aj; as,. .., ary1] kallas %.
k
Bas: sg > 0, % =a1+ 81> aq (ty a2 ar definierad) ger 0 < 59 < ai,
séi——ao<oz—a0+so<a0+ —pl SaPlsant
Steg Antag Pk sant, k € Z,. Det ger att = hgger mellan f“ och 2 R sa S
e 4y
mellan k och 2 p L och o mellan ag +5 % — Z’Zf och ag + ’“ L = z—k Py, 1 sant.
k—1 k,
Sa P, ar sant for alla n € Z, och satsen sann ocksa for a € R\ Q. U

Sats 1.7 (kedjebraksutvecklingar dr entydiga):
OmaeR, byeZ, b€ Z, dai € Z, och
a = [bo; by, .. .| eller = [bg; by, . ..,b,] med b, >1 omn # 0,

ar by, by, . .. elementen i a:s kedjebraksutveckling.

Ty: Vi visar med induktion for n € N pastaendet ),,:

Om [ag; ay,...] = [bo; by, ...], &r a,, = b, eller a,, b, bada odefinierade.

Bas: [ag;aq,...] = [bo;b1,...] = ag = by, ty ao ar heltalsdelen av [ag; ay, .. .].
Steg: Antag Q) for ett k € N.

Om [ag; a1, ...] = [bo; b1, ...] € Z &r ay, by och alla foljande a;, b; odefinierade.
Annars géller [ag; ay,...] = [bo;b1,...] = [ai;as,...] = [b1;be,...], s& (enligt an-
tagandet) ag11 = bgr1 (eller odefinierade), sa Py, sant.

@, ar alltsa sant for n € N och enligt sats 1.6 ar satsen visad. O

Varje reellt tal har alltsa en entydigt bestamd kedjebraksutveckling. Utvecklin-
garna ger en representation av reella tal som ar mer ”kanoniska” an t.ex. deci-
malbrak, eftersom de inte innehaller nagot godtyckligt val av talbas. De lampar
sig dock inte for berdkningar, eftersom det inte i allmanhet ar enkelt att ut-
trycka ¢;:na i a;:na och b;na da a = [ag; aq, ..., B = [bo; b1,...], v = [co;c1, - - ]
ochy=a+ fellery=a-f.



1.4 Konvergenter som basta approximationer

I inledningen namnde vi approximation av reella tal med rationella. Nu ska
vi beskriva hur det hinger ihop med kedjebrak.

Definition 1.3:
Ett rationellt tal § med p € Z, q € Z, och sgd(p,q) = 1 ségs vara en basta
approximation till « € R omm

P’ p '=p, ¢ =
|05_'_7|S;|05_'_4,1f € Z)‘f € Z+.:> {p I? g e

q q eller " > q.
Bland alla rationella tal som har hogst lika stor namnare som % approximerar
det alltsa « bast.

Sambandet med kedjebrak ges av

Sats 1.8 (konvergenter som basta approximationer):
For alla n € Z, och varje a € R ar konvergenterna 7;—2 for a basta approxima-
tioner till a.

Ty: Det rdcker att betrakta o med 0 < o < 1 (eftersom den n:e konvergenten

for M + « ar M + z—" (M € Z) (med samma némnare som £2), dar Z—" ar den n:e

konvergenten for «, och heltal bara approximeras bést av sig sjilva).
Vi ska med hjalp av figurerna nedan se att v,, ar en béasta approximation till

@ (inte i figuren, men den (dvs en linje med riktningskoefficient «) ligger mellan v, och v,_1).

A gl A
n jamnt: n udda:
1%
a c
a b c {3 b
Un—-1 Un
Un a a
Un—1
& > &

Fig. 1.1 v,, ar en basta approximation.

(I figurerna innehaller linjerna ¢1, £2, £3 inte sina &ndpunkter (0,0), vy, (0,0) och omradena a, b, ¢ ar
oppna, dvs de innehaller inte punkter pa ¢;:na.)

Alla gitterpunkter i a eller pa ¢; approximerar « sémre én v,, gor (sats 1.5).
I b finns inga gitterpunkter, ty vektorerna v, _; och v, spanner upp en par-
allellogram vars area ar 1. Den har inga gitterpunkter andra an hornen (den
skulle annars kunna delas upp i minst tre trianglar av area minst %)

I ¢ och pa ¢y ar alla ndmnare (dvs z-koordinater) storre dn ¢, (hir anvinds att
n > 1, 88 gn—1 > 0 och £5 (som &r parallell med v,—_1) inte ar vertikal).

Pa ¢ &r v,, den med minst ndmnare (eftersom sgd(p,, q,) = 1).

Det visar att v,, ar en basta approximation. [

Basta approximationer behover inte vara konvergenter, men man kan visa (lik-
nande beviset ovan) att de alla ges av v,,_1+i-v,, fornagran € Z,, i =0,1,..., a,.

l3
Lo



1.5 Nagra exempel pa kedjebraksutvecklingar

1. Man vet att 7 = [3;7,15,1,292,1,1,1,2,...] och vi far de forsta konvergent-
erna

k-2 -1 0 1 2 3 4 5
ak 3 7 15 1 292 1
pe. 0 1 3 22 333 355 103993 104348
g 1 0 1 7 106 113 33102 33215
355

Att konvergenten ’;—z’ = {13 ar en sa bra approximation "forklaras” av att (sats

1.5) a4 (och dérmed g4) &r sa stor:

1
q3(g3+4q4)

Med siffror och Z—Z’ > T (eftersom 3 &r udda) ger det

_1
q3q4”

<|r =Bl <
q3

355 1 355 1
113 — 11333102 <~ 7 < 113 ~ 11333215

dvs

3,14159265301 < 7 < 3,14159265393.
I sjalva verket ar m = 3, 14159265359.
(Detta var forstas inte ett sétt att berdkna ett bra vérde for m, vi himtade
ju ag,...,aq "ur &rmen”. Men det visar att konvergenterna &r bra (i vanlig
mening) approximationer.)

2. Man kan visa (se t.ex. pa internet) att e = [2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,.. ]
och det fortsdtter (i motsats till 7m:s kedjebrak) med ett tydligt monster.

3. Vad ér kedjebraket for /2 + 17

Jo, V2+1=2+(V2-1) = 2+ 5, sa V2 +1=12;2,2,2,..] har ett
oandligt kedjebrak. Det bevisar att V2 + 1 och darmed v/2 ar irrationellt.

Antikens grekiska matematiker kénde val till kedjebrak och visste att alla ra-
tionella tal har dndliga kedjebrak. En del historiker tror att det var kedjebraket
som ledde dem till insikten att v/2 inte ar rationellt.

4. Vad ar vardet av z = [1;2,3,3,3,...]7

1
Jo,z =1+ . dar y = [3;3,3,...] asin sida uppfyller y = 3—}—5, sa
9L -
333
y?>—3y—1=0ochy = Y1 (eftersom y > 3). Det ger x = ... = £(5+v13).

De oandliga kedjebrak som fran ett visst element ar periodiska ar precis de ir-
rationella 16sningarna till andragradsekvationer med heltalskoefficienter (men
det visar vi inte hér).



2.1 Algebraiska tal

Vi skall nu se hur man kan anvéanda kedjebrak for att visa att det finns reella
tal som inte ar algebraiska.

Definition 2.1:
a € C kallas ett algebraiskt tal, skrivet o € A, omm
det finns n € Z, aq,...,a, € Z, a, # 0 sadana att polynomet

flz) =apa™ + ...+ a1z + ag

har nollstallet «, dvs f(«) = 0.
a ségs vara av grad m omm n dr den ldgsta graden for ett sadant f(z).

a € C kallas transcendent omm det inte ar algebraiskt, o € C . A

Exempel. algebraiska tal av grad 1 ar precis de rationella talen och de av
grad 2 ar precis irrationella rotter till andragradsekvationer med heltalskoeffi-
cienter.

Sats 2.1 (Liouvilles sats, om approximation av algebraiska tal):
For varje irrationellt algebraiskt tal a av grad n finns C' > 0 sadant att for
allapeZ,qe Z,: » C

o —=| > —.

q q"

Ty: Om « ér ett nollstalle till f(z) som ovan, dr f(z) = (z — a)g(z) for ett
polynom g(z) av grad n — 1 och g(a) # 0 (annars vore f(z) = (z — )?h(z) for ett
polynom h(z), s f'(a) =0 och a av grad hogst n — 1).
g ar kontinuerlig, sa det finns 0 > 0 sadant att | — a| < § = g(x) # 0.
Om |a—§| < diarg(h)#0,sa

P _ f(%) _ anp” + ...+ a1pg" ' + apq"
q 9(%) q"g(%)

Téljaren i HL &ar ett heltal och eftersom o ¢ Q &r den # 0 (g(z) # 0 da |z — a| < §).
Om M > |g(a:)\ da |:B — Oz| < § (ett sddant M finns eftersom g ér kontinuerlig), fas

D 1
oa— —| > .
i s v
Om |a — §| > 4 ar
)
o212
q q"
Med C = min(5;,0) giller den sokta olikheten for alla E. O

Irrationella algebraiska tal kan alltsa inte approximeras riktigt bra av rationella
tal, men vi kan med hjalp av kedjebrak visa att det finns reella tal som ap-
proximeras battre an sa.

Det beskrivs i nasta avsnitt.



2.2 Transcendenta tal existerar

Enligt sats 2.1 ar a € R\ Q transcendent om det for varje C' > 0 ochn € Z,
finns p € Z, q € Z, med » 8.
o-Z< =
a q"
Sats 2.2 (det finns reella transcendenta tal):
R\ A # @, dvs reella transcendenta tal existerar.

Ty: Tag ag € 7Z godtyckligt och, givet ai,...,ax € Zy, a1 > q,lj_l, dar

Z_: = lag; a1, . .. ,ax). Da ar for a = [ag; a1, as,...] och k € Z,
1
i 1 1 1 &

o — =2 < < e
dk k441 ak-i—lqk q; qy.

dar den forsta olikheten galler enligt sats 1.5 och den andra enligt sats 1.2
(ghi1 = ars1qr + g1 > armiqr). Bftersom ¢, — oo da k — oo visar det enligt
resonemanget fore satsens formulering att o ar transcendent. U

Senare 1 kursen skall vi se ett helt annat bevis for att det finns transcendenta
tal.

2.3 De algebraiska talen ar en algebraiskt sluten
delmangd till C

Vi skall se att A, som enligt foregaende avsnitt ar en akta delméngd till C,
har flera egenskaper gemensamma med C. Man kommer namligen inte utanfor
A genom att addera, multiplicera och dividera element i A (A &r sluten under
riakneoperationerna) och nollstéllen till polynom med koefficienter i A ligger
ocksa i A (A ar algebraiskt sluten).

Sats 2.3 (A &r sluten under +, - och invers):
a,BEAreQ=a+8 a B, racAochaecA\{0}=a'ecA.

Ty: Lat «, 8 € A ha grad m respektive n och f(a) = g(8) = 0, f(z), g(z)
polynom av grad m, n med heltalskoefficienter a;, b;.

Mangden
K=/ Z dio B | dij € QF,
0<i<m, 0<j<n
som vi betecknar K = (a'$7; i =0,1,...,m—1, 7 =0,1,. — 1) eller bara
(a'p7) ar da en delmangd till C, som 1nnehaller a* och 6'“ for alla k € Z (ty
oM = —Am=lgm- —...—a—OOChOélz —amm=1 _ coo— L (ag # 0, ty annars

am, am ao ag

e f(;) ett polynom av grad m — 1 med nollstallet ), motsvarande for Bn, ﬂfl).
Med v =a+f, a- 8, ra, o' géller da v* € K for alla k € N.
K ar ett vektorrum over Q (dvs med skalirer Q) av dimension hogst m - n, sa
{1, ~,..., fym”} ar en linjart beroende méngd i K, sa Y .~y ¢;7" = 0 for nagra
€0y Cly -+ s Commn € Q (inte alla 0). Det visar att v € A (och har grad <m-n). O

Att A ar algebraiskt sluten visas pa nédstan samma sétt,
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Sats 2.4 (A ar algebraiskt sluten):
Om 79,71, -, € A, 1 # 0, @ € C och ypa” + 10"+ ... + 79 =0,
sa ar « ett algebraiskt tal, a € A.

Ty.’ K = <CYi")/(J)O e gbn> (0 <i<m,0< jr < pk, dir m, py ar graderna for a, 7,) ar da
av andlig dimension (< s =m - py - ... py), sa {1, a,..., &} &r en linjart

beroende mangd i K och o € A som ovan. O



