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Induktion och rekursion

1. Om valgrundade binara relationer

Lat R vara en binar relation pa en méngd D. Vi skriver har aRj for att

uttrycka att o € D star i relationen R till § € D, i figur: m

Vi har tidigare talat om egenskaperna reflexivitet, symmetri, antisymmetri
och transitivitet for binara relationer. Nu infor vi &nnu en viktig egenskap
for dem, ”valgrundning” (eng. well-foundedness).

Beteckning:
For a € D, lat Ra = {£€ € D | ERa}. weA

.. alla R-pilar
Definition 1.1: till o \74\
Elementet « € A C D ar R-minimalt i A

omm det inte finns £ € A med ¢Ra, <./ ./4 t e °\.>
dvs omm ANRa = <. ingen av dessa € A Ra

Definition 1.2:
Relationen R pa D ar valgrundad (eng. well-founded) omm
for alla A C D, A # &, finns a € A som ar R-minimalt i A.

« R-minimalt i A:

En valordning (eng. well-order) éar detsamma som en véalgrundad total-
ordning.

Exempel pa valgrundade relationer:
e D=N, aRp betyder  =a+1
e D =N, aRp betyder a < 3
e D =N, aRf betyder a | 5 och a #
e D= me(N) (méngden av alla &ndliga delméngder till N), R betyder a C 3

R i de forsta tva exemplen ar valgrundade eftersom varje icke-tom delméngd
till N har ett minsta element. I det tredje exemplet ar det minsta nollskilda
elementet i A C N (om det finns nagot) R-minimalt i A och om A = {0} &r 0
R-minimalt i A. I det sista exemplet ar ett o € A med ett minimalt antal
element (finns, eftersom antalen alla &r naturliga tal) R-minimalt i A C D, A # @.

I det andra exemplet finns det exakt ett R-minimalt element i varje icke-tom
A C D, men i de 6vriga exemplen finns for vissa A C D flera stycken.
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Exempel pa relationer som inte ar valgrundade:
e D=7, a'Rf betyder f =a+1
e D=7, a'Rf betyder a <
e D =N, aRf betyder a > [ (s& R-minimal betyder maximal i vanlig mening)
e D={zxcQ|0<z}, aRB betyder a < 5
e D ="P(N), aRf betyder o C 3
D= {Oéaﬁﬁ}a R = {<a7ﬁ>7 <ﬁ>7>7 <77O‘>}
Exempel pa A C D, A # &, utan R-minimala element i dessa exempel &r:

D, D, D, D~ {0}, {N~{0,1,...,n} | n € N} och D.

Sats 1.1:

Om relationen R pa D ar valgrundad och relationen R pa D; C D uppfyller
att aR 10 = RS for alla a, f € Dy (dvs R1 C R), sa ar R; pa D; valgrundad.
Ty: Om @ # A C D; och o &r R-minimalt i A, sa ar det ocksa Ri-minimalt
i A (eftersom Ria C Radr ANRia C ANRa = 2). O
Om en relation inte ar vélgrundad beror det alltsa pa att det finns ”for manga
pilar”. Om man tar bort pilar och/eller element fran en vélgrundad relation
far man alltid en ny vélgrundad relation.

Sats 1.2:

R pa D ar valgrundad omm det inte finns nagon foljd «p, aq,as, ... med
a1 Ra; for allat=10,1,2,....

Detta ger en karakterisering av valgrundade relationer som ofta ar enklare
att verifiera an definitionen ovan. De valgrundade relationerna ar precis de
som varken har nagon cykel (dvs man kan inte genom att félja R-pilar bakat
komma tillbaks till elementet man startade i) eller nagon odndlig kedja bakat
(dvs om man foljer R-pilar bakat maste det ta slut efter ett dndligt antal steg).
Déaremot kan det mycket vél finnas odndliga kedjor framat, som i t.ex. N med
< som R.

f)vningar

Vgl) Visa sats 1.2. (For att visa "om” krivs ett s.k. urvalsaxiom, dvs man maste anta att
man kan gora ett odndligt antal val for att finna «;:na.)

Vg2) Lat Ry, Rs vara valgrundade relationer pa Dy, Dy (med D1 N Dy = D).
Relationen R pa D = D; U D, definieras av att aRf omm antingen o € D,
och 8 € Dy eller a, 5 € D; och aR;5 for i = 1 eller 2.

Visa att R ar valgrundad.

Vg3) Lat Ry, R, vara vilgrundade relationer pa Dy, Ds.

Relationen R pa D = D; x Dy = {{(a1,2) | a; € D;} definieras av att
<Oél, Oéz)R(Bl, ﬁ2> omin antingen 0627?,252 eller Qg = 52 och 0417?,161.

Visa att R ar valgrundad.

Vg4) Lat R vara en valgrundad relation pa D.

Relationen R; pa D<¥ = {s | s : {0,1,...,n — 1} — D, n € N} (méngden av
andliga foljder fran D) definieras av att sR;t omm for nagot m € N géller s(i) =
t(i) for i = 0,...,m — 1 och antingen s(m) inte definierat eller s(m)Rt(m)
(lexikografisk ordning, som bokstavsordning av ord).

Visa att R, inte sakert ar véilgrundad (dvs det finns sddana D och R med R; pa D<¥

icke-vilgrundad).



R-induktion och R-rekursion

Vi kommer nu till anledningen att valgrundning ar en sa viktig egenskap for
binéra relationer. Vi skall visa att relationen R kan anvandas for induktions-
bevis och rekursiva definitioner av funktioner precis om R ar valgrundad.

Definition 1.3: M R-induktiv:
Mangden M C D kallas R-induktiv omm a €M

om

forallna € D: RaC M = a € M. alfﬁﬁ'Wsa eM

(o &+« 7))

Ra

Villkoret ar tydligen precis att M:s komplement
Mec={{e€D|¢¢ M} saknar R-minimalt element.
(Villkoret kan ju skrivas RaNM°® =@ = a ¢ M°.)

Sa, som en omformulering av definitionen av valgrundning far vi

Sats 1.3:
R ar valgrundad omm D ar den enda R-induktiva delméangden till D.

Om M é&r extensionen for en egenskap P (M = Ext(P) = {a € D | Pa}) fas
Sats 1.4 (R-induktion): gl;ilng? :ﬁ;ozze D-
Om R ér valgrundad och for alla « € D: Pa sann

(Pﬁ for alla 5 € Ra) = Pa Oﬁl Z sann for = . alla Rl-lpilar
ti
sa giller Pa for alla o € D. alla dessa /4\4\/ il
(.‘/ d . « . \.)

Ra

Da man skall visa Pa for godtyckliga o € D, kan

man alltsa forutsatta P for alla 5 € Ra! sa ar Pa sann for alla o € D.

Omvént géller ju att om R inte ar valgrundad finns en mangd M C D, M # @&
som saknar R-minimalt element. Om Ext(P) = M¢ géller da for alla a € D:
(Pp for alla 8 € Ra) = Pa, men for alla a € M &r Pa falska.

Sa R ar valgrundad omm R-induktion fungerar for alla egenskaper P pa D.

Exempel pa R-induktion:
e D =N, aRp betyder 8 = a+ 1 ger "vanlig” induktion 6ver N.
For att visa pastaendet visar man det for O (det ér ju sant for alla a € D med
aR0) och att det géller for k£ + 1 om det galler for k.
e D =N, aRp betyder a < g ger s.k. "stark induktion” 6ver N.
For att visa pastaendet for n far man forutsitta det for alla £ < n.
e D =Q, de rationella talen, R betyder a < 3.
R ar inte en valgrundad relation och egenskapen Pa : a < 0 uppfyller
att (Pp for alla f < a) = Pa, men Pa ér inte sann for alla o € D.
e Om (D, <) ar en vilordning, géller for varje vixande f: D — D (dvs
a1 < az = fla1) < f(az) for alla ar,a2 € D) att f(a) > « for alla o € D.
Ty: Om f(B8) > B for alla 8 < o € D, kan inte f(a) < a (det skulle ge f(f(a)) < f(a),
omojligt da f(a) < @), sa f(a) > «. Induktion. O
Som vanligt hédnger induktion (for att bevisa pastaenden) nira samman med
rekursion (for att definiera funktioner). Att tilldela sanningsvérden &r ju att
definiera en funktion som tar sanningsvirdena, sa induktion kan ses som ett
specialfall av rekursion. A andra sidan anvands induktion for att bevisa sats
1.5 nedan om rekursion.
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Lat g(a, hy) vara definierad, med virdeni Y, for « € D och h, : Ra — Y (dir

Y &r ndgon méangd).

Definition 1.4: f R-rekursiv om for alla a € D:
f:D —Y &r R-rekursiv (med g) f hir ‘
omm for alla v € D galler ges av o och alla Eﬁp;lar
f(a) . (a f| ) f for alla dessa ‘/
g 9 Ra)- C ./\ J . . . .\.)
Ra

flra : Rae = Y ér hér restriktionen av f till Ra, definierad av att

flra(&) = £(€), alla € € Ra.

Da géller for varje sadant g den viktiga

Sats 1.5 (R-rekursion):
Om R ér vilgrundad finns precis en R-rekursiv (med g) funktion pa D.

Idén med beviset ar att med induktion 6ver « bevisa att det finns f(«) som
bestams entydigt av rekursionsvillkoret. For att formulera det anvander vi

Definition 1.5:
A C D ar R-arftlig (eng. R-hereditary) omm for alla o« € A géller Rae C A.

Notera foljande:

e Godtyckliga unioner av R-arftliga mangder ar R-arftliga.
Ty: om a € |, A,, dir A, alla ar R-arftliga, géller ju a € A, for nagot
Kk, sa Ra C A, och dérmed Ra C |, A.. O
e Godtyckliga skarningar av R-arftliga mangder ar R-arftliga.
Ty: om v € (), A,, dér A, alla dr R-arftliga, giller ju a € A, for alla ¢,
sa Ra C A,, alla ¢, och ddrmed Ra C (), A,. O
e Om det for varje f € Ra finns en R-arftlig mangd Ag med 8 € Ag,
ir Ap = {a} UlUper, Ap en R-irftlig mingd med o € A,.
Ty: om v € A, maste v = « eller v € Ag, for nagot § € Ra.
I bada fallen géller Ry C A,. |
Bevis for sats 1.5 om R-rekursion:
Vi har som i satsen en vilgrundad relation R pa D och en funktion g(«, h,).
1. Entydighet: Om A C D ar R-arftlig och f; och f, ar funktioner A — Y
som for alla o € A uppfyller

f(Oé) - g(a7 f|’Ra)7 (*)
sa ar f1 (Oé) = fg(Oé) for alla o € A. ((*) har mening, ty A &r R-arftlig.)
Det visas med R-induktion (R &r ju vilgrundad pa A): Om « € A och fi(5) =
f2(B) for alla 8 € Ray, géller fi(a) = g(a, filra) = g(e, f2lra) = fo(a).
2. Forening: Om f, : A, — Y uppfyller (%) pa de R-arftliga A, C D, sa finns
en funktion f, : |J, A, = Y som uppfyller (x) for alla o € |J, A,.
Varje par av funktionerna tar samma varden i punkter dar bada ar definie-
rade, ty f,, och f,, uppfyller bada (x) pa den R-arftliga A,, N A,,, sa enligt 1.
ar f, (o) = f,(o) for alla @ € A,, N A,,. Da kan vi for o € (J, A, definiera
fula) = fo(a) om a € A, (det blir ju oberoende av valet av sadant «).
fu uppfyller da (x) eftersom alla f, gor det.
3. Lokal existens: Vi visar med R-induktion att for alla o € D galler att det
finns en R-arftlig mangd A, C D, med a € A,, och en funktion f,: A, =Y
som uppfyller ().
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Antag alltsa att sadana Ag och f; finns for alla § € Ra. Definiera da pa den
R-irftliga Ay = {a} UUgeg, Ap funktionen f, enligt 2. pa User, As och
sedan fo(a) = g(@, falra)- fo uppfyller da (%) och R-induktionen &r klar.

4. Existens: Enligt 2. kan alla f, forenas till f som uppfyller (%) pa hela
UaGD Aa =D. O

Om satsen kianns alldeles sjalvklar, tank pa att vi inte forutsatt nagot om
D:s kardinalitet. Satsen géller for alla vilgrundade relationer, d&ven pa mycket
stora (odndliga) méngder D.

Alla valordningar ar lika (sa langt de racker)

Vi visar att tva valordnade méngder ”ser likadana ut tills en av dem tar slut”.

Definition 1.6:
Om (X, <) ar en totalordnad méngd och a € X kallas X, = {z € X | z < a}
ett inledande segment i X.

Definition 1.7:

Tva ordnade méngder (X, <) och (Y, <) &ar isomorfa, skrivet (X, <) = (Y, <)
(eller ofta X = Y) omm det finns en bijektion ¢: X &= Y (dvs en funktion som &r
enentydig och pa) sadan att 1 < 9 & (,0(.%1) < gO(l’g) for alla T1,T9 € X.

Ett sadant ¢ kallas en isomorfi mellan X och Y.

(Allmént ar en isomorfi en bijektion som bevarar relevant struktur pa méngder (hér ordningen).
Biggs betecknar isomorfi med ’a’ i stallet for '22".)

Sats 1.6 (relationer mellan vilordningar):

Om (X, <) och (Y, <) &r vilordnade méngder sa géller precis en av
e X =Y for ett entydigt bestamt b € Y,
e X =Y
e X, =Y for ett entydigt bestamt a € X.

Ty: Lat x ¢ Y och definiera f: X — Y U {%} rekursivt enligt

* om Y X, =9 @@vsY CfX.]),
f(x):{ NfX]=2 X.])

det minsta elementet i Y\ f[X,] annars.

Enligt sats 1.5 ar f(x) entydigt definierad for alla z € X.
Omz e X, € X,, n€ Yy och f(z) # *
G #Y N f[Xo] CY N fXe], sa = # f(§) < f(@) (F(€) € fIXo] dr minst 1 Y\ f[Xe] 2
DY N fIXL] 3 f(x), sa & < &1 Xy ger f(&1) < f(&2) (dvs flx, ér stringt viixande, sa
injektiv) och n € Y\ f[X,] (ty f(z) & minst i den), n € f[X,] (s& f|x, #r surjektiv).
Det ger att (f[Xm], <) = (Yf(x), <) (med isomorfin f|x,), om x € X, f(l‘) £ *.
e Om f[X]| CY arp: X 2 Y, en isomorfi (p(z) = f(z) i X, bminst i Y \ f[X]),
eom f[X|]=Y drp=f: X 2Y en isomorfi,
e om *x € fIX]&r p: X, 2 Y en isomorfi (a minst i X med f(a) = *, ¢ = f|x.)-
Om (D, <) ér en véalordning, 5 € D och ¢: D — Dg vore en isomorfi skulle
QO(Oé) > «, alla o € D (sista exemplet efter sats 1.4). Motségelse (p(8) ¢ Ds), sa det
finns ingen isomorfi D — Dg och den enda isomorfin ¢: D — D ar ¢ = idp.
Det ger att X 22 X, for a € X och att X, = X,, (a1,a2 € X) omm a; = as. Det
(och motsvarande for Y) ger entydigheten, t.ex. om ¢;: X — Y, och p2: X = Y,
ar isomorfier, ar goggol_l: Yy, — Y, en isomorfi, sa by = by och ¢ = 9 etc. U



2. Rekursivt definierade mangder

Det ar vanligt att mangden D i forra avsnittet sjalv har definierats rekursivt,
pa det satt som beskrivs i detta avsnitt. En del vill kalla det att mangden &ar
induktivt definierad och i datalogiska sammanhang talar man ofta om rekursivt
definierade datatyper.

Exempel:
N, mangden av de naturliga talen, kan definieras som den minsta delméangd
till (t.ex.) de komplexa talen C som uppfyller

(1) 0 e N,

(2) e N=x+1eN, for alla z.
Villkoret att N dr den minsta sadana mangden uttrycks ofta som en tredje
punkt, att "inget ingar i N som inte tvingas till det av (1) och (2)” eller
liknande (eller s tolkas uttrycket att N definieras rekursivt av (1) och (2) just sa).

For att detta skall definiera en mangd N kravs forstas att det sdkert finns
en minsta méangd som uppfyller (1) och (2), dvs att f6r varje M C C som
uppfyller (1) och (2) (t.ex. M =Q) géller N C M.

Vi skall visa att det alltid finns en sadan minsta méngd i en mer allméan
situation.

Definition 2.1:

En mangd K ar en konstruktormangd pa mangden X omm

varje k € IC ar en ny-stéllig funktion, k£ : X x ... x X — X, for nagot ny € N.
ng st

(I sjélva verket récker det att k € K &r definierad pa en delméngd till X x ... x X (= X"*).

Om ny = 0 ar k en konstant (bara en mdéjlig f6ljd invérden, den tomma foljden, sa bara ett virde).)

I exemplet med N ovan kan vi ta X = C, K = {2,5}, med n, = 0,ns = 1 och
2() =0, S(x) =z +1 for alla z € C.

Definition 2.2:
Om X ar en méangd och I en kontruktormangd pa X,
definieras D C X rekursivt av I omm
D ar den minsta (dvs ér innehallen i alla andra sadana) mangd som uppfyller
o for alla k € K och (ay,...,an,) € D™ giéller k(ay,...,an,) €D,
dvs D ar sluten under verkan av alla k € IC (k|pn, tar bara viirden i D).

(Oftast kallar man k € K med ni # 0 for konstruktorer (eng. constructors) och (konstanterna

som motsvarar) dem med nj = 0 f6r basvarden eller liknande. Om ny # 0 for alla k € K ar D = &.)



Sats 2.1:
Varje konstruktorméngd K pa en méangd X
definierar rekursivt precis en méangd D C X.

Vi skall formulera och bevisa en lite mer allmén sats som genast ger sats 2.1.

Definition 2.3:
En partialordnad méngd (5, <) kallas ett fullstindigt (eng. complete) lattice
omm varje 7' C S har ett supremum \/ 7" och ett infimum A 7', dvs

e forallateT: ATt VT,

o forallase S: (sxtforallateT)=s<x AT,

o forallase S: (txsforallateT)=\VT<s.

(Infimum och supremum kallas ocksa storsta undre begriansning och minsta 6vre begransning.
”Lattice” rimmar pa svenska med "Kattis”. Det svenska gitter verkar anviandas mindre.)

Observera att det i ett fullstdndigt lattice alltid finns bade ett storsta och ett
minsta element, ndmligen /\ @ respektive \/ & (sic!).

Exempel pa fullstandiga lattice:
For varje mangd M &r potensméngden (P(M), C) ett fullstdndigt lattice, med
union | J och skérning (") som sup och inf (stérsta element: M = N @, minsta: @ = |J 2).

((S, x) kallas ett lattice (inte sidkert fullstindigt) omm sup och inf finns for alla delméangder med
precis tva element (och didrmed for alla dndliga, icke-tomma delméngder till S), s1V s2 och s1 A s2.
Exempel pa lattice som inte ar fullstdndiga:

e ({A CN| Aeller N\ A andlig},C). Méangden {{0},{2},{4},...} har har manga 6vre
begréansningar, men ingen av dem ar minst, sa inget sup.
e (Q,<). Mingden {z € Q| 2* < 2} har varken sup eller inf (i Q).)

Sats 2.2 (Tarski-Knasters fixpunktssats):

[ ett fullstandigt lattice (S, <) med en ordningbevarande g : S — S (dvs
51 < 52 = g(s1) < g(s2), alla 51,52 € §) har g en minsta fixpunkt (s € S med g(s) = s).
Ty: Lat T ={t € S| g(t) xt}och s = A\T. Forallat € T ar da s < t, sa
g(s) < g(t) < t och ddrmed g(s) < S (ty g(s) ér en undre begrinsning till T).

Men g(s) < s ger g(g(s)) < g(s), sa g(s) € T och s(= AT) < g(s).

Alltsa ar s = g(s), den minsta fixpunkten (alla fixpunkter tillhér ju T). O

(Pa motsvarande sétt kan man visa att g har en storsta fixpunkt.)

Bevis for sats 2.1: Lat i sats 2.2 (S, %) = (P(X), <) och
g(A) = AU{k(a,...,an,) | k€K, ai,...,a,, € A} for A € P(X). O
(Alt. Eftersom A C g(A) ar U{g" (@) | n € N} en minsta fixpunkt.)

Induktionsbevis kan anvéndas pa varje rekursivt definierad mangd,

Sats 2.3 (induktion pa en rekursivt definierad méingd):
Om konstruktormangden K pa X rekursivt definierar D C X och
egenskapen P ar sadan att for alla k € K och a1, ..., a,, € X giller

(Pa; for i =1,...,n) = Pk(ag,...,ap,),
sa géller Pa for alla o € D.
Ty: A = {a € X | Pa} ar sluten under verkan av alla £ € I, sa enligt
definitionen av D som den minsta sadana har vi D C A. O

Exemplet med K = {z, S} och D = N ger vanlig induktion, villkoret i satsen
for z ger basen och det for S ger steget.
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Néar kan man da anvanda rekursion for att definiera en funktion f : D — Y
pa en rekursivt definierad méngd? Vi vill att f(«) ska bestdmmas av f(«;)
(i=1,...,nx) om @ = k(a, . .., oy, ) f0r nagot k € K, men for att det sikert skall
fungera maste vi krava nagot av K:s verkan i D. Det racker enligt foljande sats
att « inte kan fas pa mer &n ett sitt, men for vissa g(a, h,) kan svagare villkor
vara tillrackliga. Det récker ju att alla sétt att fa a € D leder till samma varde

for f(a).
Definition 2.4:
D definieras entydigt rekursivt av konstruktorméngden I pa X omm

e D definieras rekursivt av K och
e det for varje a € D finns precis ett k € K och ett (ay,...,qp,) € D™
med o = k(aq,...,0p,).

Sats 2.4:
Lat D vara entydigt rekursivt definierad av konstruktormangden X och
lat den binara relationen R pa D definieras av att
a=k(ay,...,an,), ke K=Ra={o,....,a,}
R ar da en valgrundad relation pa D.

Ty: Lat Pa (a € D) betyda att for alla A € D: a € A = A har ett R-minimalt
element. Vi visar med induktion 6ver D att Pa ar sant for alla o € D.

Antag att a = k(ay,...,an,), k € K och att P drsant fori = 1,...,n,. Om
a € A C D ar antingen o R-minimalt i A eller sa géller o; € A for (minst) ett

1=1,...,n, och A har (enligt antagandet) ett R-minimalt element, sa P« sant.
Sats 2.3 ger Pa for alla a € D, sa @ # A C D = A har ett R-minimalt
element. 0

Sats 2.5 (rekursion pa en entydigt rekursivt definierad méangd):
Om D ar entydigt rekursivt definierad av konstruktormangden K pa X och
gr : D x Y™ = Y for varje k € IC ar given, finns precis en f: D — Y med

fla) = grla, far),..., flay,)) for alla a = k(aq, ..., an,)).
Ty: Foljer direkt ur satserna 1.5 (om R-rekursion) och 2.4. (gx(e, f(an),..., f(an,))

motsvarar ju g(a, f|ra) med de satsernas beteckningar. Entydigheten gor att k bestiams av o) [l

Som vi namnde fore definition 2.4 kan man ibland latta pa villkoret att D ar
entydigt rekursivt definierad av K. Ett viktigt fall ar att alla omkastningar
av Qaq, Qg, ..., 0, ger samma k(ozl, Qg, ... ,Oénk) (s& det bara beror av mangden
{1, as,...,an,}) Och detsamma galler for g, fungerar rekursionen fortfarande
(dvs det finns en entydig rekursivt definierad funktion).

I nésta avsnitt finner vi ett exempel pa anvandning av bl.a. sats 2.5.



3. Exemplet satslogiska sentenser och
deras sanningsvarden

[ satslogik (eng. propositional calculus) studerar man vissa stréngar av
symboler som representerar pastaenden. Strangarna byggs upp av atomaéara
sentenser (symboler som representerar enkla pastaenden), konnektiv och
parenteser.

Exempel:
Om vi later A betyda 'det ar 1ordag’ och B betyda ’Lisa ldser diskret matte’,
kan det sammansatta pastaendet 'om det ar lordag, laser Lisa diskret matte’

kri
SKrivas A B

Med olika konnektiv kan man med samma A och B uttrycka t.ex.
-A ‘det ar inte lordag’
ANB det ar l1ordag och Lisa laser diskret matte’
AV B ’det ér lordag eller Lisa laser diskret matte (eller bada)’
B — A ’det ar lordag om Lisa laser diskret matte’
A < B ’det ar lordag om och endast om Lisa laser diskret matte’

De olika konnektiven kallas

negation 'inte’ (—),

konjunktion ’och’ (A),

disjunktion ’eller’ (V),

implikation ’endast om’ (—) och

dubbel implikation 'om och endast om’, 'omm’ ().

- ar ett 1-stalligt konnektiv (verkar pa en sentens) och A, V, —, <> ar 2-stalliga.

Det kan fortsdttas. Om den atoméra sentensen C' star for ’solen skiner’, kan
den komplicerade utsagan

‘om det &r lordag eller Lisa ldser diskret matte (eller bada) sa skiner solen inte
om och endast om det bade &r l6rdag och Lisa laser diskret matte’

(Atminstone enligt ett siitt att uppfatta den) (stegvis) Overséttas till en sentens enligt
"om A eller B (eller bada) sa = C omm bade A och B”
sa: (AVB) = (-C <+ (ANDB))

Lat £ vara en mangd enkla symboler, de atoméira satslogiska sentenserna
(L ={A,B,C} i exemplet). Ingen av 1, =, A,V, —, <> eller parenteser tillhor L.

Definition 3.1:
Maéngden av (satslogiska) sentenser 6ver £ definieras rekursivt av

(1) Om p € L, ar p en sentens.

(2) L &r en sentens.

(3) Om p &r en sentens, &r —p en sentens.

(4) Om p, ¢ ar sentenser, ar (p A q), (pV q), (p — q), (p <> q) sentenser.

(5) Varje sentens ar en dndlig strdng av symboler som kan visas vara en
sentens genom att anvanda (1)—(4) ett dndligt antal ganger.

1 kallas falsum och tolkas som ett pastaende som alltid ar falskt. Den tillhor
alltsa inte £, utan ar ett 0-stalligt konnektiv.
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Enligt sats 2.1 definierar detta mangden av sentenser over £ entydigt.

(Med X = Sz = (LU{L,~ AV, =, 5, ()N, K= {ky | p€ LYU Tk, ke kn, by, ko, kes, b, dir
ne, =nk, =0, ky()=pforpe L, k() =L, nk, =1, k-(p) =—poch nk, =2, ko(p,q) = (poq)
for o = A, V, =, ¢3).

[ sjélva verket dr (AV B) — (= C <> (AA B)) ovan inte en sentens med denna
definition, det saknas parenteser kring alltsammans. Sadana yttre parenteser
satts normalt inte ut, utan man betraktar dem som underforstadda ("de &r
osynliga”). Ofta anvander man ytterligare konventioner om parenteser for att
oka lasbarheten, t.ex. att A och V ”binder starkare” &n — och <+, sa AAB — C
(inte en sentens enligt definitionen, ens med parenteser runt) ska tolkas som ((A/\ B) — C),
inte (AA(B — (). Hér kommer vi att halla oss till definitionen ovan, bortsett
fran de yttre parenteserna.

Med definitionen ovan ar mangden sentenser 6ver L i sjalva verket entydigt
rekursivt definierad (tack vare bruket av parenteser) och vi kan definiera funktioner
av sentenser (t.ex. sanningsvirden) med rekursion, enligt sats 2.5.

Sats 3.1:
Lat £ vara en mangd atoméara satslogiska sentenser.
Varje satslogisk sentens 6ver £ ar da precis en av

e ett element i L,
o |
e —p for en entydigt bestamd sentens p och
e (pogq) for o en av A,V, —, <> och p, ¢ entydigt bestdmda sentenser.
Ty: For r € Sp(= (LU{L,—~ AV, =, <, ()< later vi Pr betyda att foljande
bada villkor ar uppfyllda:
ent: strangen r kan fas med exakt en av konstruktorerna k. (som ovan, med
o€ LU{L,~,A,V,—,«}) och bara ett p med Pp for k-, bara ett enda par
(p, q) med Pp, Pq for kn, ky, k_,, ke och
bal: r har balanserade parenteser, dvs lika manga '(’ som ’)’, den forsta
parentesen i 7 (om nagon finns) 4r en ’(* och varje ')’ som ger balans (dvs
det finns en mer ’(’ &n ’)’ fore den) ar den sista symbolen i 7 och om 7 inte har
nagra parenteser innehaller det inte heller nagon av A, V, —, <>

Enligt sats 2.3 racker det att for p,q € S, visa:
1. Ppforvarjepe L, 2. P1, 3. Pp= P-poch

4. (Pp och Pq) = P(poq) for o = A, V,—, .
1., 2. och 3. ar klara (ent: bara k, kan ge A {or p € L, bara k; ger L och bara k- ger —p,
bara for p med Pp, bal: A och L innehaller inga parenteser, sa bal, och bal {or p ger den for —p).
4. Pp och Pq ger ent: (poq) kan bara fas med en av k,, x = A, V, —, <> (efter-
som den bérjar med ’(). Enligt bal for p maste x vara den forsta av A,V,—, <>
som har en mer ’(" &n )’ fore sig, sa * = o och p, ¢ entydiga, bal: foljer ur bal
for p, q.
Sa Pr galler for alla sentenser r 6ver L (enligt deras definition och sats 2.3). U

Entydigheten i satsen ger att varje sentens kan harledas pa precis ett satt. Vi
kan beskriva sentensen med ett trad, som enligt sats 3.1 ar entydigt bestamt
av sentensen.



11

Exempel: tridet for sentensen (AV B) — (=C < (AN B))
(AV B) = (=C & (AN B))

k—
AV B -C <+ (ANB)
ZON N
A B -C ANB
G e AN
C A B
ko ka kg

ks, kv, ... star under de sentenser de ger da (AV B) — (= C <> (A A B)) hérleds.

Tolkningar, sanningsvarden

Om ett pastaende som ’det ar l6rdag och Lisa laser diskret matte’ (AA B ovan)
ar sant, bestams forstas helt av om det ar sant att det ar lordag och om det
ar sant att Lisa laser diskret matte.

For att beskriva sanningsvarden betecknar vi sant med 1, falskt med 0.
Med en tolkning av ett satslogiskt sprak menar vi en tilldelning av san-
ningsvérden till alla atoméra sentenser, dvs en funktion v : £ — {0, 1}.
Betydelsen av de olika konnektiven kan beskrivas med tabeller:

| L p| —p p qlpNg pVg p—q pérg
\ 0 110 1 1] 1 1 1 1
falsum’ 0 1 1 0l 0 1 0 0
inte’ 01/ 0 1 1 0
00l 0 0 1 1
‘och’ ’eller’ ’medfor’ ’omm’
‘men’ "bara om’

p och ¢ star har for godtyckliga sentenser, sa enligt (sats 3.1 och) sats 2.5 definieras
sanningsvérden i en given tolkning rekursivt for alla sentenser.

Exempel: En sanningsviardestabell for (AV B) — (-C + (A A B))
(med en rad for varje mdjlig tolkning av spraket £ = {4, B,C})

A B C (AvB) — (=C « (AAB))
1 1 1 1 0 0 0 1
1 1 0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 0 1 0
1 0 O 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0 1 0
0 0 O 0 1 1 0 0

Under konnektiven star sanningsvéardet i de olika tolkningarna for motsvarande
delar. Under Vi AV B star t.ex. sanningsvardena for AV B. Inramat, under
det hogsta konnektivet, star hela sentensens sanningsvarden.

I tradet ovan ges loven sanningsvarden enligt tolkningen och tabellerna for
konnektiven ger varden steg for steg upp till roten (hégst upp (1)).
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4. R-rekursion pa Knarron, ett par paradoxer

Pa den fjarran Knarron ar var och en av invanarna precis endera av kung och
narr. Markligt nog talar kungar alltid sanning, medan narrar alltid ljuger.
Oborna vet alla vilken typ var och en av dem &r, men eftersom vi utsocknes
inte vet det maste vi forsoka lista ut det med ledning av vad de siager.
Exempel:

A och B ar bada knarrébor och A sager: ”"Minst en av B och mig &r narr”.
Vad ar A och B?

Jo, om A vore narr skulle hans utsaga vara sann, motségelse, sa A maste vara
kung och eftersom det han siger alltsa ar sant ar B narr. (Detta forutsitter att det

finns en 16sning, vilket vi latt kontrollerar att det vi kommit fram till &r.)

Ett mer "mekaniskt” sitt att 16sa knarrogator (som ocksa kan anvindas for att kon-
struera dem) utnyttjar sanningsvardestabeller:

Om o6bon A pastar p och de atoméara

sentenserna A, B betyder att A respek- A B |A < (-A Vv -B)
tive B ar kung, vet vi att A <> p ar sant 1 1 0 0 0 0
(A och p bada sanna eller bada falska). I vart 1 0 1 0 1 1
exempel ar p sentensen —A V =B, sa o 1 0 1 1 0
sanningsvardestabellen for A <» p blir o 0 0 1 1 1

som till hoger.

Ett typiskt knarroproblem kan vara att vi har en samling knarrobor som var
och en gor uttalanden om sina och andras grupptillhorigheter. Det betyder
ju, om vi later A; vara pastaendet att person nummer ¢ ar kung och hans
olika utsagor betecknas ¢, (A1, Az, ...) (dir @ € u; for ndgon miingd u;), att mojliga
sanningsvérden for A;:na ar precis de som gor alla foljande sentenser sanna:

{AiH(bm(Al,AQ,...)\i:1,2,...,a€ui}.

Det kan ocksa ses som ett rekursionsproblem. Lat R vara relationen ”omtalas
av”, dvs jRi betyder att A; ingar i ¢;q, att ¢;q:s sanningsvarde kan paverkas av
A;s, for nagot o € u;. Om f(7) &r sanningsvérdet for A; kan villkoret att sen-
tenserna ovan alla dr sanna formuleras som att f(i) = g(i, (f(1), f(2),...)) =
g(i, flri) (d&r g(i,...) bestdms av ¢;4:na) dvs som R-rekursion med g.

Om R inte &r vélgrundad (vilket den normalt inte &r), kan det hdnda att
problemet saknar 16sning eller har flera olika 16sningar. Att knarrogator ofta
har entydig 16sning beror pa att nagon har konstruerat dem sa, de far det inte
automatiskt.

Exempel:
A, B och C bor alla pa Knarrén. De sager, A
A: 7C ar kung om jag ar det.”
B: ”A ar kung.”
C: ”B éar narr.” Be—>0

Detta problem (dvs problemet att finna mojliga typer for A, B och C) saknar, som man
kan forvissa sig om, 10sning. Motsvarande R i figuren ar heller inte vélgrundad
(det finns ju cykler, dels vid A och dels ACBA).

Om A i stéllet sdger ” Jag ar kung om C ar det.” (och B och C detsamma som
ovan), finns tva olika 16sningar (A, B ena sorten, C den andra) och om han séger ”C
och jag ar bada kungar.” finns en entydig l0sning (A, B narrar, C kung).
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Alla fallen kan alltsa intraffa om R inte ar vélgrundad.

Ett enklare exempel som saknar losning:

Exempel: )
En knarrébo séger: ”Jag ér narr.” Ar hon kung eller narr?

Om hon vore kung skulle hennes utsaga vara falsk och hon vore inte kung.
Om hon vore narr skulle hennes utsaga vara sann och hon vore inte narr.
Ingendera &r alltsa mojligt, sa problemet saknar 16sning.

Det sista exemplet kan kallas knarroformuleringen av den klassiska lognar-
paradoxen:

Ar pastaendet ”Detta pastaende ar falskt” sant eller falskt?
Svarare(?) ar den s.k. ”starka légnarparadoxen”: ”Detta pastaende &r inte sant (dvs det &r anting-

en falskt eller ingendera)”. Antagandet att det &r sant ger motségelse, sa det ar inte sant!?

Man kan tanka sig att skalet till att problemen ibland saknar losningar ar att
det forekommer (direkt eller indirekt) sjalvreferens, nagon talar om sin egen
status som kung eller narr (eller om nagon som talar om nagon som ... talar om den), sa
att hans utsaga blir sann precis om han ar narr. For att det skall kunna handa
maste R ovan ha cykler i sin figur och darfoér inte vara valgrundad.

Men cykler ar inte enda méjligheten for en relation att vara icke-valgrundad.
Man kan ju ha en oidndlig bakatgaende kedja ocksa. Det ar grunden for den
s.k. Yablos paradox, vilken publicerades sa sent som 1993(!). I knarrétermer
kan den formuleras sa:

Pa Knarron bor Ay, Ay, Ay osv (odndligt manga).

Ay (k=0,1,2,...) séger: "Ayx11, Axy2, Axts, osv ar alla narrar.”

Hér finns ingen 16sning (inte sa forvanande eftersom motsvarande relation R
ges av att jRi &r sann precis om ¢ < j och den ar inte vilgrundad), ty antag
att A, ar kung, da skulle alla A1, A, o, 0sv vara narrar, men det skulle gora
A, 41:8 utsaga sann, motsagelse. Sa A, maste vara narr, for n = 0,1,2,... Det
skulle gora alla deras utsagor sanna, motségelse igen (och nu utan antagande).

For den som inte kanner till begreppet valgrundning kan detta verka paradox-
alt. Har finns ju ingen sjalvreferens och énda ingen 16sning.

Vi noterar att utsagorna i Yablos paradox inte svarar mot satslogiska sentenser
(de har ju formen av konjunktioner av ett oéndligt antal atoméra sentenser).
I sjalva verket finns det (som vi skall visa senare i kursen) alltid minst en losning till
knarrégator dér varje person gor hogst ett uttalande, det kan formuleras som en
sentens i forsta ordningens predikatlogik och ingen sjalvreferens forekommer.
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(")vningar

Ko61) A, B och C kommer fran Knarron.

A séger: "Om B ar kung sa ar C narr.”

B sdager: "Om C ar kung sa ar A narr.”

C séger: "Exakt en av oss tre ar kung.”

Vad ar A, B och C?

Ko62) Nira Knarron ligger den lilla Gnisslon, vars invanare behandlar sannin-
gen motsatt mot knarroborna — kungarna ljuger och narrarna talar sanning.
A, som &r fran Knarron, sdger: ”B kommer fran Gnisslon.”

B, som ar fran en av 0arna, sdger: ”Om jag kommer fran Knarrén ar A kung.”
Ar B kung eller narr?

K63) Knarroborna A och B, en man och en kvinna, ar gifta med varandra.
Kvinnan sédger: ”Min man och A ar samma sort.”

Mannen lagger till: ”Om min fru &r kung ar A narr.”

Vem av dem ar A och vem ar B? Vilka sorter ar de?

Ko64) Visa att det saknas 16sning till knarroproblemet med &bor {A;};en, da
varje Ay sager: "Minst en av Ay, Axi2, Axts, OSV ar narr.”

Svar och anvisningar till ovningarna

Vgl) Om det finns en sadan f6ljd ag,aq,..., har méngden {ap,aq,...}
inte nagot R-minimalt element (ty ciy1Rau, alla i = 0,1,2,...), sa& R ar inte
valgrundad.

Om R inte éar valgrundad finns A C D, A # @ utan R-minimalt element.
Tag ag € A. Eftersom «q inte ar R-minimalt i A, finns a; € A med a;Rayp.
Men inte heller a; &r R-minimalt i A, sa osv. Man kan rekursivt (i N)
valja elementen i foljden ag, aq,... (element kan vara lika) med o;+1 Ry, alla
i=0,1,2,...

Vg2) Lat ACD, A+# 0.

Om A; = AND; # &, har A; ett Ri-minimalt element o € A; (ty R: villgrundad).
a ar ocksa R-minimalt i A, ty om fRa, [ € A géller enligt forutséattningarna
att SRy, B € Ay.

Om AND; =g, ar A C Dy, A+# I, sa (R, vilgrundad) det finns @ € A som ar
Ro-minimalt i A. a ar da ocksa R-minimalt i A, ty SRa, € A C D, skulle
medfora fRqa, [ € A.

I bada fallen har A ett R-minimalt element, sa R &ar valgrundad.

Vg3) Lat ACD, A+ @.

Lat ocksa Ay = {as € Dy | (a1, 0) € A for nagot a; € Dy}, Da ar Ay # @
(ty A # @), sa det finns ett Ro-minimalt element o 1 Ay. Lat Ay = {a €
Di | {aq,a%) € A}. Da dr Ay C Dy, Ay # &, sa det finns ett R;-minimalt
element o i A;. Da &r (enligt forutséttningarna om R, R, Ra) (af, ab) ett
R-minimalt element i A. R ar alltsa valgrundad.

Vg4) Lat D ={0,1}, R = {(0,1)}. Da har A = {1,01,001,0001,...} C D=
inget R;-minimalt element (s& R, &r icke-vilgrundad for alla R # @).
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Svar och anvisningar till 6vningarna, forts.

Ko61) Om C ér kung talar hon sanning, sa A och B ér bada narrar. Men da
ar B:s utsaga sann, motsagelse. Sa C maste (om det finns ndgon 16sning alls) vara
narr och darmed talar A och B sanning och ar kungar. (Vi ser att alla utsagorna
”stammer” med vad vi fatt fram, sa det &r en 16sning.)

Svar: A och B ar kungar, C ar narr.

Alt. alla A <> (B — =C), B +» (C — —A), C <> (exakt en kung) ska vara sanna. Sannings-
vardestabeller. (Tabellen kan stéllas upp utan att uttrycka ”exakt en kung” som en sentens.)
Ko62) Om A dr kung (fran Knarrén, ju) ar det han sdger sant, sa B kommer fran
Gnisslon. B:s pastaende ér i detta fall sant (A &r kung), sa hon ar da narr.
Om A &r narr (fortfarande fran Knarrén) ljuger han, sa B kommer fran Knarron.
Eftersom B:s pastaende i detta fall ar falskt (B fran Knarrén, A narr) ar hon
ocksa i det fallet narr.

Svar: B ar narr.

Alt. om K betyder att B ar fran Knarron, far vi med t.ex. sanningsvardestabell att A <> —K och
(B +» K) +» (K — A) bada ar sanna bara om —B &r det.

(Man kan inte avgéra om A &r kung (och B fran Gnisslon) eller narr (och B fran Knarrén).)
Ko63) Om kvinnan &r A, sdger hon att A och B &r samma sort. Det innebér
att B (mannen) ar kung (oberoende av om hon &r kung eller narr).

Om kvinnan ar B siger hon att A och A &r samma sort, sa hon, B, ar kung.
B éar alltsa kung (oberoende av vem som &r vem av A och B).

Om mannen ar A, ar hans fru (B) kung, sa hans utsaga innebar att han sjalv
ar narr. Motséagelse (ingen kan siga sig vara narr), s& mannen ar B, en kung.

B séger alltsa (sanningsenligt) att om A (frun) &r kung &r hon narr. Sa A &r narr.
Svar: Kvinnan ar A och narr, mannen ar B och kung.

Alt. om fru A, herr B: A <+ (A <+ B), B+ (A — —A), annars: B+ (A <+ A), A+ (B — —A).
Ko64) Antag att A, &r narr. Da maste alla Ay, A,yo, osv vara kungar,
men det skulle gora A, :s utsaga falsk, motsigelse. Sa A, maste vara kung,
for n = 0,1,2,... Det skulle gora alla deras utsagor falska, motségelse (utan

antagande).



