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Om semantisk foljd och bevis

Logik handlar bl.a. om studiet av korrekta slutledningar, dvs fragan om nér
det ar riktigt att dra en slutsats utgaende fran givna premisser.
Exempel: Foljande slutledning ar uppenbarligen riktig

(1) Sokrates ar en ménniska.
(2) Alla ménniskor ar dodliga.
(3) .. Sokrates ar dédlig. (.7 kan héar utlasas ”"saledes”)

Men foljande &r inte riktig

(1) Sokrates ar dodlig.
(2) Alla ménniskor ar dodliga.
(3) .. Sokrates ar en ménniska.

(Sokrates kan mycket vél vara en ménniska, men det foljer inte av de givna
premisserna (1) och (2).)

For oss ar det viktigaste exemplet pa slutledning forstas matematiska bevis.

1. Semantisk foljd, I' F ¢ (iven kallat logisk foljd)

Vi kan beskriva att en slutledning (mellan sentenser i ett givet sprak £) &r
riktig med hjalp av strukturer och modeller.

Definition 1.1 (semantisk f6ljd, F):

Om I'U {p} &r en méngd L-sentenser, ar ¢ en semantisk foljd av T,
I'Ee omm AFT = AF ¢ for alla L-strukturer 2.

Det betyder att det ar korrekt att dra slutsatsen att ¢ ar sann fran informa-
tionen att alla sentenser i I' &r sanna (oberoende av aktuell tolkning (dvs 21)).
F kan ses som en formell semantisk motsvarighet till (en anviindning av) =-.



2. Formellt beViS, '+ @ (8ven kallat hirledning)

Ett formellt bevis ser, i motsats till semantisk fOle (som handlar om betydelse
och vad som ir sant och falskt), bara pa sentensernas form, syntaxen.

Definition 2.1 (formellt bevis, F):

Om T'U {p} ar en méngd L-sentenser, kan ¢ bevisas fran premisserna T,
'+ ¢ omm det finns en harledning av ¢ fran I' (i ett formellt system).

Vi behandlar har kort harledningssystemet naturlig deduktion. Dess regler
finns pa de sista sidorna nedan.

[ huvudsak finns tva regler for varje konnektiv och kvantifikator (liksom likhets-
tecknet), en "E-regel” (for att ”"eliminera” en forekomst av konnektivet etc.)
och en "I-regel” (for att ”introducera” det). Dessutom krdvs en regel som
tillater oss att gora antaganden pa vigen och en regel som later oss dra slut-
satsen p om vi har ——p.

Reglerna skall tolkas sa att den sista raden kan skrivas upp med aberopande av
regeln i fraga om raderna 6ver redan finns (i nagon ordning) bland raderna i var
harledning. p, q,... kan vara godtyckliga sentenser och g, h,...,a,...,b1,...
godtyckliga radnummer.

Vi ser pa nagra exempel.
Ez. For att visa att A — B, A b B skriver vi (skrivs oftast utan { och } i vL)
1 (1) A— B premiss
2 (2) A premiss
12 (3) B 12 —E
Pa de tva forsta raderna star premisserna, de sentenser som star till vanster

om F-symbolen, och den tredje raden innehaller var 6nskade slutsats, som i
det héar fallet ficks med bara en regelanvandning.

Den andra kolumnen &ar en numrering av raderna, for att vi skall kunna hanvisa
till dem. I den forsta kolumnen star numren for de rader vi behovt for att
hérleda radens sentens (som finns i kolumn tre). Som framgar av reglerna
kan det i forsta kolumnen bara sta radnummer for premisser och antaganden
(det finns inga regler som placerar andra nummer dér). Den tredje raden ovan
betyder alltsa att B kan hérledas (eller har hérletts) ur sentenserna (premis-
serna) pa raderna 1 och 2. De tva sista kolumnerna talar om vilken regel vi
aberopar for att skriva upp sentensen pa raden, precis som det star formulerat
i reglerna.

Ez. Vivisar att A - -B F B = -A

1 (1) A— —B premiss
2 (2) B antagande (for —1I)
3 3) A antagande (for —I)
1,3 (4) -B 1,3 —E
1,23 (5 L 42 -B
1,2 (6) —A 35 -I
1 (7) B—--A 26 —I

Eftersom slutsatsen pa rad 7 bara beror av premissen pa rad 1, ar saken klar.

Observera att de antaganden vi gor (enligt sin regel, forstas) ar precis som néir
vi resonerar informellt. Slutsatsen pa sista raden far inte bero av antaganden,
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de "tas bort” av vissa regler (hér star som forklaring t.ex. ”(for —1)” vid ett
antagande; det hor egentligen inte till, utan ar bara for att informellt forklara
varfor vi gjort antagandet). I t.ex. —I-regeln star vid sista raden (1) att den
beror av {ay,...,a,}/j. Det betyder att antagandet pa rad j skall tas bort
fran {ay,...,a,} (om det finns med).

1 parad 5 ar, som vi sett forr, en sentens som alltid ar falsk, en motségelse,
kallad falsum. Héar har vi hérlett L fran raderna 1, 2 och 3 (A), vilket en-
ligt principen for ett motsédgelsebevis ju betyder att 1 och 2 leder till 6 (—A),
negationen till antagandet 3 (dessutom leder 1 och 3 till negationen av 2, =B,
men det behover vi inte har). Pa liknande sétt foljer av att 1 och 2 (B) leder
till 6 (—A) att 1 leder till 7 (B — —A).

Rader som star atskilda i en regel kan vara identiska (regeln skall alltsa tolkas
som att var och en av dess rader 6ver den sista maste finnas bland vara redan
héirledda), t.ex. kan vi visa att det alltid géller att A medfor A sa:
Ex. VivisarF A — A

1 (1) A antagande

(2) A=A 11 —I

Slutsatsen pa rad 2 beror inte av nagot, sa hérledningen ar klar. FEn sen-
tens p som kan hérledas fran ingenting, F p, brukar kallas ett teorem. Den
samantiska motsvarigheten F p, att p ar sann i alla tolkningar, ar att p ar en
tautologi.

Andra exempel pa teorem/tautologier ar
AV—-A A— (B— A)och (mA— A) = A

Bland reglerna finns ocksa sadana som bara anvénds i predikatlogik (regler
for V, 3 och =). Flera av dem innehaller olika villkor, som t.ex. att for att
man ur Pa skall kunna dra slutsatsen Vo Px maste a vara ett namn som inte
forekommer pa angivna rader i hiarledningen. Det svarar mot att man for att
visa att nagot galler for alla tal, maste visa det for ett ”godtyckligt” tal — det
ricker inte att visa det for 7, 0 eller /7.

JE-regeln ar nog den mest subtila. Det kan vara nagot att fundera 6ver varfor
villkoren i den ser ut som de gor och varfor den precis motsvarar vart séatt att
resonera da vi anvander dz Pz. Man kan jamfora med VE-regeln, som ocksa
den kan tala lite eftertanke.

For att illustrera kvantifikatorreglerna ger vi ett sista
Ez. Vi visar att dxVy Qry F Yydr Qxy (tex. "om det finns ett storsta tal, sé finns

det for varje tal ett tal som ar > det”)

1 (1) 3zVyQxy premiss

2 (2) VyQay antagande

2 (3) Qab 2 VE

2 (4) JzQuaxb 2 a1

1 (5) JxQuxb 1,2,4 JE (a finns inte pa raderna 1, 4)
1 (6) VydxzQzy 5 VI (b finns inte pa rad 1)

Observera att det omvénda inte géller, Vy 3z Qxy ¥ JxVy Qry. Tank pa N
med > som (). Varfor skulle ett liknande bevis for det inte fungera?



3. Godels fullstandighetssats

Det viktiga sambandet mellan F och F ges (for forsta ordningens predikatlogik) av

Sats 3.1 (Godels fullstidndighetssats):
For alla I', ¢ (T U{¢} en méngd L-sentenser) galler I'F ¢ < IT' F .

Ty: <ldé) <= (sundhet, det som kan bevisas &r sant)

Induktion over harledningens langd. Man visar att varje regel bevarar egen-
skapen hos hérledningen att om en rad ar aq,...,a, (j) ¥, sa ar det sant att
{ng, ce ,gDn} F 1) (dir ¢; star pa rad a;).

= (fullstdndighet, det som &r sant kan bevisas)

Eftersom I' F p & T'U {—\QO} F L (A E L betyder precis att A saknar modell) och
I'FeoeTUu{-p}tFLl (=:-E, < - DN),

racker det att visa att A ¥ L = A F L for varje L-sentensméangd A
("modellexistenslemmat”, om A &r konsistent (A ¥ L) har A en modell).

For varje formel ; med bara x fri, lagg till en ny konstant ¢; och bilda
A = AUA{Tzpi(z) = ¢i(e;) | allai}.

Upprepa med A; i stallet for A, fa A, etc.

Lat A" = U2 A; och utvidga till en maximal, konsistent méngd A* O A’. Da
galler for alla L-formler ¢; med bara x fri att Jx ¢;(z) € A* = ¢;(¢;) € A*
och for alla L-sentenser ¢ precis en av ¢ € A* och = € A* (annars AU {p} - L,
s& A —p (-I), och AU {—p} F L, tillsammans A+ 1).

Man far en L-struktur 2 med A F ¢ < ¢ € A* for alla L-sentenser ¢ (sa A
dr en modell for A), genom att lata doménen besta av ekvivalensklasser av
slutna L-termer (L-termer utan variabler) med ekvivalensrelationen t; ~ t5 given

av iy =ty € A*. f € L tolkas enligt f*([t1],...,[ts]) = [f(t1,...,ts)] och
AE R([t1,...,[ts]) omm Rty ...t, € A*.
Detaljer aterstar uppenbarligen. O

Satsen innebar att allt som kan héarledas fran I' ar sant i alla modeller for I'
(sundhet) och att allt som &r sant i alla modeller for T' kan hérledas fran T’
(fullstdndighet).

Det innebér dock inte att man for givna I', ¢ alltid kan avgora (med en al-
goritm) om I' F ¢. Forsta ordningens predikatlogik &r inte algoritmiskt
avgorbar, men den ar effektivt uppraknelig (dvs man kan (i princip) rdkna
upp alla ¢ som foljer av I' — ga systematiskt igenom alla harledningar — men
om ¢ inte dykt upp dn kan det bero pa att I' E ¢, men ¢ kommer senare, eller
pa att ' ¥ ¢).

4. Godels ofullstandighetssats

Att Godel har bade en fullstandighetssats och en ofullstadndighetssats upp-
kallad efter sig ar mojligt eftersom de handlar om ”fullstandighet” i tva olika
betydelser.



Sats 4.1 (Godels (forsta) ofullstandighetssats):

Det finns ingen fullstandig, konsistent, axiomatiserbar utvidgning till Peanos
axiom. Speciellt kan Th((N, Lpeano)) inte axiomatiseras.

(Satsen géller ocksa om induktionsaxiomen byts mot Vz (z # 0 — Jyz = S(y)), det sk. Q-

axiomet.)

Har betyder att en £-teori (dvs en L-sentensmingd) 1" ar fullstandig att for varje
L-sentens ¢ galler T' = ¢ eller T' = —¢, att T ar konsistent att 7' ¥ L och
att den &r axiomatiserbar att det finns en avgérbar mangd A (dvs givet en
L-sentens ¢ skall vi algoritmiskt kunna avgéra om ¢ € A) av L-sentenser (axiom) sadan att
T+ ¢ < F4 . Utan villkoret om avgorbarhet hade A =T = Th((N, Lpeano))
varit ett motexempel till satsen (T fullstindig, ty (N,Lpeano) E @ eller E =y for varje
L peano-sentens, konsistent eftersom den har modellen (N, Lpeano), sa TFE L = TF 1).

Detta sags som sensationellt (eller katastrofalt) nér det upptécktes. Det inne-
bar att vi inte kan konstruera en (indlig eller osndlig) mangd axiom som har precis
de L peano-sentenser som ar sanna i N som foljder.

Vi bevisar inte sats 4.1, men skissar huvuddragen i ett bevis.

[dé: Finn (for ett konsistent axiomsystem A som utvidgar Peanos axiom (eller
Q-axiomen)) en sentens o som ”sdger” att A ¥ .

e  kan inte bevisas (den vore da sann, motsigelse),

e —y kan inte bevisas (da skulle ¢ kunna bevisas, motsiger A:s konsistens),

sa A ar inte fullstandigt.

Men? FEn sentens ”sdger” inget om bevisbarhet, den ar sann eller falsk,
beroende pa vilken struktur vi betraktar! For att forklara hur en sentens i
aritmetikens sprak kan ”sédga” nagot om bevisbarhet och att en sadan sentens
o finns, visas tre saker:

(1) (vissa) funktioner N* — N kan representeras av L pgun,-formler

(2) syntaxen (inklusive bevisbarhet) kan formuleras som sadana funktioner

iN

(3) en sadan sentens ¢ finns (”diagonallemmat”)
1. Representerbara funktioner och relationer:
Lat A vara axiom for en utvidgning av Peanos axiom (eller Q-axiomen).
Funktionen f: N*¥ — N sigs vara representerbar i .4 omm det finns en formel
A(zy,..., 7k, ) sadan att {or alla my, ..., mg,n € N (k.4 star for A+):

flma, ... omg) =n < FaVe (A(my, ..., myg, ) <> 2 =n)
(Om m € N betecknar m termen S(S(...S(0)...)) (med m st S).)
De representerbara funktionerna ar precis de rekursiva funktionerna, dvs
(troligen, detta &r den obevisade (och obevisbara) ” Churchs tes”) alla de funk-
tioner som kan beskrivas med algoritmer.
Relationen Rm; ... m; pa N sigs vara representerbar i A om det finns en
formel B(zy,...,z;) sadan att
Rmy...my sann = b4 B(may, ..., my),

Rmy ...my falsk =4 ~B(my, ..., my).
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2. Godelnumrering: en injektion
gn: { alla Lpegno-strangar } — N,

dess exakta form ar inte viktig (har) (men ger rekursiva funktioner nedan).

Lat "¢ vara gn(¢), dvs termen S(S(...S(0)...)) (gn(¢) stycken S).

Syntaxen svarar da mot rekursiva funktioner pa N, t.ex. con: N> — N som
uppfyller con(gn(¢),gn(v)) = gn(¢ A ). Man séger att syntaxen har arit-
metiserats.

Relationen Bevmn pa N?| som &ar sann precis om m = gn(g;...p) och
n = gn(y), ddr ¢ &ar en sentens och ¢;...p &r ett bevis for ¢ (med A),
representeras av formeln Prov(z,y).

Da 7séger” formeln Pr(y): 3z Prov(z,y) att sentensen med goédeltal y kan
bevisas.

Med beteckningen O¢p for Pr(7p') galler

Fa4 Op = F4 )
och de tre viktiga (som uttrycker att O &r ett "bevisbarhetspredikat”)
D1l F4p=F400
D2 F O(p = ¢) = (Op — O)
D3 k4 U — OOy
(D1 och D2 ger ocksa D4 F4 ¢ — ¢ = F4 Op — O1.)

3. Diagonaliseringslemmat:
Om ¢ (x) &r en formel utan andra fria variabler &n z, finns en sentens ¢ med

Fa@ < P(Te)
(ty: lat en rekursiv(!) funktion d: N — N med d(gn(¢)) = gn(3z (x ="¢'A¢))
(for varje L-formel ¢) representeras av 0(x,y), x vara L-formeln Jy (0(x,y) A (y))
och ¢ vara 3z (z = "Y'Ax). Da FA Yy (0("X",y) <> y ="¥") (6(x,y) representerar
d) 58 Fa < x(X7) ger Fap < Jy(y =" AY(y)) och 4@ ¥(T¢).)

Detta lemma ar den kritiska observationen. Lat namligen sentensen ¢ vara
sadan att k4 ¢ < —-Op (lemmat tillimpat med — Pr som ). ¢ "séger”
alltsa just att ¢ inte kan bevisas.

Da fas dels

|_Ag0%|_A D(pdelcza;,LpFAﬁgo, sa I—A(,Oﬁl—AL
och dels
def av ¢

O:s betydelse
=

|_A_|(p = l_.ADSD I_AQO,SECi "A_|QDZ>|_AJ_

Det innebar att varken ¢ eller ~¢ kan bevisas i en konsistent, axiomatiserbar
utvidgning av 7!
Man kan ocksa visa att

¥ A 1 =F A —||:|J_,

dvs om A dr konsistent kan detta inte bevisas i A (om A inte &r konsistent
kan dess konsistens (liksom allt annat) forstas bevisas i A!). Detta dr Godels
andra ofullstandighetssats.

Men hur blir det om man later ¢ (enligt lemmat) uppfylla F4 ¢ <> Ogp, dvs
© "sager” att ¢ sjalv ar bevisbar? F4 @7 F4 —p? Ingendera? Vilken som?
Lobs sats: F40Op — @ = k4 ¢

ger att det ar det forsta som galler, 4 !



Harledningsregler for naturlig deduktion (2 sidor)

Regel for premiss DN-regeln
i G) p premiss ai,...,an  (j) —mp
Regel for antagande ai,...,an (k) p j DN
i G) » antagande
Regel for AE: Regel for Al:
ai,....an  (j) PAq ai,---,am  (j) P
ap,...,an, (k) p j NE bi,....bn (k) ¢
(eller q) :

a1y .oy Qm,b1,...;0n (1) pAg jk Al

Regel for — E: Regel for — I:
at,...,am (j) p—q i G »p antagande
bi,...,bn (k) p ay,...,an, (k) ¢
a1y ... am,b1,....0p (1) ¢ ik —E {a1,...,;an}/7 (1) p—q jk —1
Regel for —E: Regel for —1:
arr o sam () -p i () p  antagande
bi,....,b, (k) p ay,...,an (k) L
A1y eeyOmybr, . by (1) L j.k -E {ai,...;an}/5 (1) —p ik =1
Regel for VE: Regel for VI:
ay,...,am (g) pVag ai,...,an (j) p
h (h) p antagande ay,...,a, (k) pvg j VI

: (eller ¢ V p)
bl, PN bn (1) T

i () ¢ antagande
Clye-scy (k) 7
X (1) r g7h7i7j7k \/E

dar X =
={at,...,am}U{b,....bn}/hU{c1,... ,cu}/]




Regel for > E:

a1,...,0am (.]) qu
(eller ai,...,am (j) q<p)
bi,...,bn (k) p
a1y ... Qm,b1,....0p (1) ¢ ik < E
Regel for VE:
arsevan () Vwgw
a,...,an (k) ot j VE
¢t ar ¢v med alla v ersatta med ¢
Regel for JE:
aryesam () vov
k (k) ot antagande
bla . 7b’n (l) ¢
X (m) ¢  jkl 3E
dar X = {al,...,am}U{bl,...,bn}/k
¢t ar ¢v med alla v ersatta med ¢
namnet ¢ forekommer inte pa
nagon av raderna j, 1, {b1,...,b,}/k
Regel for =E:
Aly...,m (J) t1:t2
bi,...,bn (k) otq
al,...,am,bl,...,bn (1) ¢t2 J,k =E

oty dr ¢t; med godtyckligt antal ¢; ersatta
med t2

Regel for < 1I:

g (g »p antagande
ar, .. am (h) g
i G) ¢ antagande
bi,...,bn (k) D
X (1) p+rq ghjk <1
dir X ={a1,...,am}/gU{b1,...,bp}/]
Regel for VI:
ay,...,an (j) ot
a,...,Gn (k) Yvor ] V1

dér t inte finns pa rad aq,...a,
¢v ar ¢t med alla t ersatta med v
variabeln v finns inte i ¢t

Regel for 3I1I:
() ot

al,...,0an

ap,... (k) Jvov j 31

¢v ar ¢t med ett godtyckligt antal ¢
ersatta med v

7a7l

Regel for =1:
() t=t



