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Losningar tenta SF1679 DISKRET MATEMATIK, F3 m.fl.

11 januari 2018
Tryckfel kan féorekomma.

1) For hur manga x € Zygs; ar 2292 = 1967 [4851 = 32 . 72 . 11

Losning:
Enligt kinesiska restsatsen ar Zggs1 = Zg X Zag X Z11, med isomorfin = — ([x]9, [2]49, [2]11)-
196 =9 7, =49 0, =11 9, sa, ZC292 =4851 196 omm 33292 =9 7, =49 07 =11 9.
Fér a € Zg &r a®* =0 om 3 | a och k > 2, a® = 1 annars (sgd(a,9) = 1; Eulers sats, ty ¢(9) = 6).
Eftersom 292 =¢ 4 #r a?%2 = a* for alla a € Zg. Det ger:
a |01 2 3 45 6 78

[0 1704407 1
s8 a2 =7 for 2 st a € Zy.
For a € Zyg ar CLk =0omm 7 | a, k>2 (6vriga a ar inverterbara), sd a?9? = 0for7stac Zag.
Fora € Zq1 dr a®* =0 om a =0 och k > 1, ¢! = 1 annars (Fermats lilla sats, 11 primtal).

Eftersom 292 =1 2 ar a®°2 = a? om a € Z11. Det ger for a € Z11:

a |01 23 45 6 7 8 9 10
20 1 495335 94 1°
sa a?9?2 =9 for 2 st a € Zq1.
Enligt ovan ges elementen i Z4g51 precis av element i Zg X Zgg X Z11, sa det finns 2-7-2 = 28
x € Zygs1 som uppfyller 2292 = 196.
Svar: Det s6kta antalet ar 28.

2) (3p) f: X 2 X é&r en bijektion pa en dndlig méngd X. Vi skall avgora om relationen R
pa X, for x,y € X given av 2Ry < y = f"(x) {6r nagot n € Z,, ar en ekvivalensrelation.

Lo6sning:

f ar en permutation av X (en bijektion av X pa X), sa varje x € X ingar i en cykel (ty |X| < co).
R ar reflexiv, dvs Rz ér sant for alla x € X, ty om z tillhér en k-cykel dr f*(x) =z,
R ar symmetrisk, dvs 2Ry = yRz for alla z,y € X, ty om x tillhoér en k-cykel och
y=fiz),i €Zy, irx= fi(y) for alla j med k | (i + j) (och sadana j finns i Z,),

R ar transitiv, dvs (zRy och yRz) = zRz for alla z,y,2z € X, ty om y = f™(x) och
z= f™(y) med m,n € Zy ar z = fT"(z) och m +n € Z.

R ar alltsa reflexiv, symmetrisk och transitiv, sa (enligt definition) en ekvivalensrelation.

Svar: Ja, R ar en ekvivalensrelation pa X.

3) A={1,2,...,7}, B =1{1,2,...,13} och vi soker (a, 2p) antalet f: A — B som antar
precis 4 olika virden och (b, 1p) antalet av dem (de i a) som antar minst ett udda vérde.

Lo6sning:
. w1 o (13 13! 1
a. Virdena som antas kan viljas pa (7,) = A5y (antalet 4-delmingder 1 1
. .. L X : 13 1
till en 13-mingd) Sitt och for varje sadant val finns 4! - S(7,4) = 4!-350 | =, 6 1
(stirlingtalet S(7,4) = 350 enligt "triangeln” t.h.) surjektioner av A pa méngden 15 00 25 o 10
av de fyra vardena. Multiplikationsprincipen ger det sokta antalet som 350

1.
produkten av dem, 13'9&.

b. Enligt additionsprincipen fas det sokta antalet genom att dra antalet sadana funktioner
6!-350 13! _ 6!

som bara antar jamna virden ((Z) 41.5(7,4) = (674)!) fran svaret i a. Det ger (% — 57)-350.

13!

13!-350
ot 9!

Svar a: ol

(= 6006 000) st, b: ( — g—:) - 350 (= 5880000) st.




4) (3p) (G,-) &r en grupp och p: G — G ges av ¢(g) = g~ ', alla g € G.
Vi skall visa att ¢ dr en isomorfi omm G &r abelsk.

Losning:

@ ar en isomorfi omm den &r en bijektion och ¢(g192) = v(91)p(g2) for alla g1, 92 € G.
Vi visar forst "om”, sa antag att gruppen G &r abelsk (dvs kommutativ).

¢ &r en bijektion, ty den har inversen ¢ ' = ¢ (eftersom (g=1)~! = g fér alla g € G).

. _ 1 - G abelsk

Om g1,92 € G ir p(g192) = (9192) " = 9591 ' = @g2)p(91) ~ =" wlg1)p(g2)- O

For att visa "endast om”, antag att ¢ &r en isomorfi och 1at g1, go vara godtyckliga i G.

Eftersom ¢ &r en bijektion finns hq, he € G med g; = @(h;) (i =1,2) och g1 g2 = go(hl)ga(hg)viso

= p(h1hg) = (hiho) ™t = hy'hit = o(ha)p(h1) = gagi. [ Saken &r klar.
i |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

5) 7,0 € Si3 ges av tabellen: wZi) | 9 8 12 7 2 6 1l 4 1 13 5 3 10

Vi soker (a, 1p) m:s och o:s o(dy |11 2 12 3 5 1 4 8 13 9 6 7 10 °

pariteter och (b, 2p) alla n € Z som uppfyller 77" = o™7 for nagot 7 € Sy3.

Lo6sning:

a. Pa cykelform ar 7 = (1 9)(2 8 4 7 11 5)(3 12)(6)(10 13) (ty =(1) = 9, =(9) = 1,...) och
o=(1116)(2)(31274)(5)(8)(9 13 10). Cykelstrukturer for : [1236], o : [1® 32 4].
Pariteterna ar m: jamn (4 (jamnt) cykler av jamn lingd), O udda (1 (udda) cykel av jimn lingd).

b. 77" = 0"7 < o™ = a7 1, sa vi soker n € Z som gor m och o™ konjugerade, dvs med
samma cykelstruktur (enligt kiind sats).

Den n:e potensen av en k-cykel ar d st g—cykler7 d = sgd(k,n), men det racker med fallen
k=1,2,3,4,6 for att stilla upp foljande tabell 6ver cykelstrukturerna:

n ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x| 1] [12%6) 1732  [12%] [173%] [12%¢] 13 [12%6) [173%] [12] [1737 [12%6] [1'3]
o™ | [1%3]  [1%324] [1%223%] [194] [173%] [1%3%4] [1°2%] [1%3%4] [173%] [1°4] [1%223%] [1%3%4] [1'9]

Tabellen har at bada hall (w, 7~ ! har samma cykelstruktur) period 12 (o(x) = 6, o(s) = 12) och vi ser
att 7™ och ¢™ har samma cykelstruktur omm 4 | n.

Svar a: 7 ar jamn och o ar udda, b: Alla n = 4k, k € Z.

6) (4p) G = (V, E) &r en plan, ssmmanhéngande graf med §(x) > 3 for alla z € V och den
duala grafen G+ = (V+, E4) har V4| < 11. Vi skall visa att §*(z) < 4 for nagot z € V4.
Losning:

Antag (for att fi en motsigelse) att §4(x) > 5 for alla x € V*.

Summan av valenserna i en graf &r (gingse beteckningar) 2 |E|, sa 3v <}y, 6(x) = 2e och
5’1)L < ZIGVJ_ 5L(CL‘) = 2(2L = 2e (e = et enligt definitionen av G1).

Med Eulers polyederformel (plan, sammanhingande graf) och att antalet ytor r = v1 (enligt defini-
tionenav G*): 2=v—e4+r=v—e+ vt Svl—g,sé % >t > 2+ 5. Det ger % >2+%,
dvs (% — %)e =13 > 2,53 e > 30, och vt >24 £ > 12, motségelse. Saken ar klar.




7) (4p) Vi soker antalet vasentligt olika (sa att de inte blir lika hur man &n 4 6
. " . 1
vrider en del av eller hela anordningen i rummet) satt att farga parlorna med 2 3

precis tva roda och resten med nagon av k andra farger. d -
o]

Losning:

Med parlorna numrerade som i figuren ar gruppen av ”tillatna” permutationer av dem

G ={(1),(45),(67), (45)(67), (23)(46)(57), (23)(47)(56), (23)(4657), (23)(4756) }, |G| = 8.
Enligt Burnsides lemma (Thm 21.4 i boken) &r antalet véisentligt olika fargningar = antalet
banor for gruppens verkan pa fargningarna = ﬁ > e |EF(g)].

g cykelstruktur antal g |F'(g)]
id [17] 1 () - k®> =21k°
(45),(67) [1° 2] 2 Ko+ (5) -k =K+ 10k
(45)(67) [13 22] 1 () k4+(; k3 =2k + 343
(23)(46)(57),(23)(47)(56) [12°] 2 () - k:3—3k3
(23)(4657),(23)(4756) [124] 2

|F'(g)| fas av att alla parlor i samma cykel maste ha samma firg och de tva réda pérlorna
kan vara tva 1-cykler eller en 2-cykel.

Vi finner ﬁ > gec | F(g)| = $(21K5 + 2(K° + 10k*) + (2k* + 3k3) + 2 - 3k% + 2k?) =

= 1(23K° +22k* + 9K® + 2k?)

Svar: Det sokta antalet ar %(23 k5 +22Kk* + 9K3 4 2k2).

(k=1 ger 7 st, k =2 ger 146 st, k = 3 ger 954 st, k = 4 ger 3724 st etc.)

8) (4p) G = (V, E) dr en sammanhéngande graf.
Vi skall visa att dess kanter kan riktas sa att hogst ett horn har udda utvalens.

Lo6sning:

En orientering av kanterna som minimerar [{z € V' | §*(z) udda}| (en sidan finns, ty antalet € N)
uppfyller villkoret, ty om z,y € V, x # y, 67 (x), 6" (y) udda, vind riktningen for alla kanter
i en stig mellan x and y. DA blir §7(z),5"(y) jimna och pariteten for alla andra horns
utvalens oférandrad, s antalet z € V med 67 () udda minskar, omojligt. Saken &r klar.

9) (5p) Vi soker virdet av ) ° 27" F,, dir fibonaccitalen {F, } > o som vanligt definieras
av att Fy =0, Flzlocth+2 Foy1+F, forneN={0,1,2,...}.
Losning:
Vi visar att serien som fas da vi sétter x = % i den genererande funktionen Y ° F, 2"
(formell potensserie) konvergerar och finner dess varde.
Lat ¢ = 1+2‘/5 (gyllene snittet). Det uppfyller 14+¢ = ¢? och 1 < ¢ <2 (ty1 <5< 9= 1< 5 < 3),
sa med induktion far vi att F,, < ¢™ for alla n € N:

e Bas: Fy=0<1=¢°, 1 =1< ¢ =9,

o Steg: Om F, < ¢", Foy1 < ¢" L ér Fio=Fop1 + F, <"l on =92, O
For att se konvergensen, betrakta partialsumman av den genererande funktionen (N € Z; ):

(1 —x—a:Q)-ZnNZOan" =Fya' +(F —Fy)a' +04... — (Fn_1 + Fn)aN Tt — Fy oV +2

som med z = % ger Zn 02T"F, =2— 2’(N*1)(FN_1 + Fy) — 27N Fy. Det visar (eftersom
27"F, < (£)" - 0da n — oo) att ano “"F, —2da N — oo.

Svar: Seriens varde ar 2.




10) Vi skall (a, 1p) visa att x dr udda om z,y € Z och y® = 22 + 2, (b, 2p) visa att
R=7Z[V2i] = {a+bV2i| a,b € Z} har entydig faktorisering i "primtal” (bortsett fran faktor-
ernas ordning och faktorer £1) och (C, 2p) finna alla T,y € Z med y3 = 22 + 2.

Losning:

a. Om z &r jamnt ar 22 +2 =4 2, men y> =4 0,1 eller 3. g
b. Lat z,w € R, w # 0. Vi skall visa att det finns ¢, » € Rmed z = wq+r, |r|? < |w|?,
dvs division med rest, sa att resten ar (strikt) mindre &n divisorn, métt i en storhet
som tar varden i N (en véalordnad mangd).

Det racker for att (som i Z, med Euklides algoritm, i ett dndligt antal steg) visa att det for alla Z,w € R
finns en entydig (bortsett fran faktorer +1) sgd(z,w) = mz + nw for nagra m,n € R.

Om man definierar att p € R &r ett ” R-primtal” omm det bara har delarna +1 och +p, kan
man som i Z visa att varje z € R &r en (vésentligen) unik produkt av ” R-primtal”.
(Eftersom z | w = 2] | |w|? for z,w € C & p = a + bv/24 ett ”R-primtal” om |p|? = a? 4 2b% &r ett
(vanligt) primtal, t.ex. 1+ v/24, 3 4+ 44/24. Déremot behover inte vanliga primtal vara ” R-primtal”, t.ex. &r
2=—v2i-v24, 3= 1+ \/51)(1 — \/57,), men 5 ar ett ” R-primtal”.)

Aterstar att visa resultatet om division med rest ovan, sa lat z,w € R, w # 0.

Division i C ger Z € Q[v21i] = {s +tV2i | s,t € Q} (ty atbvii — aptohd 4 emed V24).

Tag ¢ = u+vv/2i det tal i R som ligger nirmast + (u € Znéirmast %284 och v € Z nirmast =24 ).
Daér|Z—q|? < (%)2—1—(%)2 =32 < 1,88z =wg+rmedr € Roch|r]* = |2 —g|*|w|* < |w|>.
Dérmed &r (skissen av) beviset fOr (visentligen) entydig faktorisering i R klar. O
c. Vi sker z,y € Z med y® = 2% + 2 = (v + v/2i)(z — V/24) och vet att = ir udda.

sgd(z +V2i,2 — V24) = d = (£)1, ty sgd(z + V24,7 — V2i) = sgd(x — v/21,2v/21), sa
d € R delar x + /24 och 2v/24 och dirmed |d|? | (#? + 2) och |d|? | |2v/2]? = 8, men % + 2
ar udda, sa, ‘d‘ = 1. (Alternativt, med Euklides algoritm, (4k & 1) — v2i = 2v2i(—kV2i) + (£1 — /24);
2v2i = (1 —V2i) (-1 £ V2i) F1.)

Det ger att x++/2i = (a+bv/24)3 for nagra a,b € Z, ty varje ” R-primtal” p i z ++/214 ingar
iy, sa p?*F (magot k € 7, ) dr en faktor i y?, sdledes i x + /21 (ty inte i x — /21).

T4+ V2i = (a+bv2i)® ger a(a® — 6b%) = z och b(3a® — 2b?) = 1. Andra ekvationen ger
b|1,s8b=21och3a>—2=0b==1,33a®> =b=1ochalltsd a = £1, b = 1 som ger
x = a(a® — 6b%) = £(1 — 6) = F5. Det ger till sist y> =22 +2 =33 sd y = 3.

Svar a,b: Visade ovan, c: De enda l6sningarna ar = £5, y = 3.




