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Losningar tenta SF1679 DISKRET MATEMATIK, F3 m.fl.

5 april 2018
Tryckfel kan féorekomma.

1) (3p) Vi séker alla x € Z som uppfyller 2132 4 222 = 1652 (mod 3599) [3599 = 59 - 61].

Lo6sning:

Enligt kinesiska restsatsen ar Zgssgg = Zsg X Zg1, med isomorfin x — ([z]s9, [z]61), s& vi
borjar med att 16sa ekvationen mod 59 och mod 61 var for sig.

Zsg: 1682 = 58 - 29, 1652 = 59 - 28, si ekvationen blir i Zsg (2°%)%° 4+ 222 = 0 och eftersom

59 ér ett primtal ger Fermats lilla sats att 2°% = {0’ da z =0,

1, annars.

Losningar blir alltsé dels « = 0 och dels alla 16sningar till 1 +222 =0, dvs x = —2271.
Euklides algoritm: 59 =22-2+15,22=15-14+7,15=7-241,
s41=15—-2-(22—15)=—-2-22+3-(59 —2-22) =3-59 —8-22 och 2271 = —8.

Sa, mod 59 blir alla 16sningar & =59 0 och © =59 8.

Zeg1: 1682 =60 - 28 + 2, 1652 = 61 - 27 + 5, s& ekvationen blir i Zg; 2592812 4222 = 5 och
eftersom 61 #r ett primtal ger Fermats lilla sats att 22%60+2 = 22 for alla o € Zg;.
Ekvationen blir hér alltsd 22 + 222 =5 < (2 +11)2 =121 +5 =22 & (2 + 9)(z + 13) = 0.
mod 61 blir lésningarna xr =g1 —9 och & =g1 —13 (61 iir primtal, s& 61 | a-b < 61 | a eller 61 | b).
Vi finner 16sningarna i Z med y; =59 1, =¢1 0 och y3 =59 0, =61 1,

y1 = 61s =59 1 & 25 =59 1 och vi kan ta s = 30, sa y; = 61 - 30 = 1830 och

Yo = 59t =¢1 1 & 2t =41 —1 och vi kan ta t = 30, sa yo = 59 - 30 = 1770.

Alla lésningar (kinesiska restsatsen): T =3599 0-1830—9-1770 = —15930 =3599 2065,

T =3599 0- 1830 — 13- 1770 = ... =3599 2183, T =3599 8- 1830 — 9 - 1770 = ... =3599 2309,

T =3599 8-1830 — 13- 1770 = ... =3599 2427.

Svar: Alla sddana = y + 3599 : n, n € Z, dar y = 2065, 2183, 2309 eller 2427.

2) For f: X - Y, ges f“: P(X) - PY) av f“(4) = {f(a) | a € A}. Vi skall avgéra
vilka av ’=", ’C’, ’D’ som sékert giller mellan (a, 1p) f“(AUB) och f“(A)U f“(B), (b, 1p)
fY(AN B) och f“(A) N f“(B), (c, Ip) f“(A~ B) och f“(A) ~\ f4DB).

Losning:

a. y € fY({AUB) & y = f(x) f6r ndgot € AUB & y = f(z) for nagot z € A och/eller
y = f(x) f6r nagot x € B <y € f“(A) och/eller y € f4(B) <y € f“(A)U f4B),

sa =’ (och darmed 'C’, ’D”) galler 1a.

b.ye fYYANB) < y= f(x) for ndgot x € ANB =y € f“(A)N fB),

men X =Y = {a,b}, A= {a}, B={b}, f(a) = f(b) =a ger f(ANB) = f“(&) = & och
fANfYB)=ANA=A+#,sa’C’, men varken '=’ eller ’D’ géller sdkert i b.

c. ye fYUANSfUB)eye fYA),y ¢ f4B) < y= f(x) for nagot © € A, men inte for
I’IEOlgOt T E B (saforettze ANB) = Y € f“(A N B),

men X, Y, fsomib. ger f(ANB)=f“A)=Aoch f(A)N f4B)=A~NA=0#A,
sa 'D’, men varken '=’ eller ’C’ galler sékert i c.

Svar a: =, C, D, b: C, c: D maste gilla, ovriga inte.

3) (3p) Vi soker antalet satt att placera fyra flickor och fem pojkar pa tre roda och sex vita
stolar, sa att minst en flicka sitter pa en rod stol (sirskiljbara barn och stolar).

Losning:

Det sokta antalet dr det totala antalet sitt att placera barnen minus antalet satt med alla
. o . ! .

flickor pa vita stolar (additionsprincipen), dvs 9! — (6)4 -5l =9 — % - 5! satt (antalet bijektioner

9-méangd — 9-méangd respektive (multiplikationsprincipen) antalet injektioner 4-méngd (flickorna) — 6-méangd (de

vita stolarna) - antalet bijektioner 5-méangd (pojkarna) — 5-méngd (de flickfria stolarna)).

Svar: Pa 9! — % (= 319 680) satt.




4) m,0 € Sy ges av tabellen till hoger. Vi soker i \ 1 2 3 45 6 7 8 9.
(a, 1p) m, o och 7o pa cykelform och skall (b,2p) «(¢4) |2 3 1 5 6 7 4 9 8
visa att om gruppen G innehdller 7 och o maste o(9) |4 8 1 9 2 3 7 5 6

G's ordning vara delbar med 180.

Losning:
a. (1) =2,7(2) =3, 7(3) = 1etc. germ= 3)(4567 ( 9) och 0 = (14963)(285).
Sammanséttning (forst o sedan ) ger (wo)(1) = n(o(1)) = w(4) =5 osv,
samo = (153297486).
b. G &r en grupp som innehaller m och o och séaledes ocksa mo. Ordningen for en grupp &r
en multipel av ordningen for varje element (féljer ur Lagranges sats) och ordningen fér en per-
mutation ar den minsta gemensamma multipeln av cykellingderna. Vi ser att ordningarna
for 7, 0,70 dr mgm(3,4,2) = 12, mgm(5,3,1) = 15, mgm(9) = 9. |G| &ar delbar med alla
tre, saledes ocksa med mgm(12,15,9) = 180. Saken ar Kklar.
Svar a: = (123)(4567)(89), 0 = (14963)(285), mo = (153297486),

b: Visat ovan.

0

5) Ett RSA-system har offentliga (n,e), ddr n = 4331 [= 61.71]. Vi soker (a, 1p) de av
205, ...,209 som ar mojliga for e och (b, 2p) ett motsvarande d-virde for nagot av de e:na.

Lo6sning:

a. Villkoret pfi e ar att sgd(m, 6) =1, dar (om n = p - ¢ med p, q olika primtal)
m=¢(n)=(p—1)(¢g—1)=60-70=4200=23-3-52-7.

Eftersom 2 | 206, 208 och 3 | 207 och 5 | 205 och 2,3,5,7 1209 &r det enda mdjliga e = 209.
b. Ett motsvarande d bestams av e - d =, 1.

Euklides algoritm: 4200 = 209 - 20 + 20, 209 =20-104+9,20=9-2+2, 9=2-4+1, sa
1=9-4-2=9-4(20—2-9)=—-4-20+9-9=—4-20+9(209—10-20) =9-209—94-20 =
=9-209 — 94(4200 — 20 - 209) = —94 - 4200 + 1889 - 209 och vi kan ta d = 1889.

Svar a: Det enda mdojliga e = 209, b: Ett motsvarande d = 1889.

(I sjélva verket rédcker det att e - d =pgm(p—1,q—1) 1, s& alla d = 209 + 420k, k € Z fungerar.)

6) (4p) G = (V, E), G; = (V;,Ei), V =WV uV,, ViNnVo, = @och E; = {{x,y} S | T,y € V;}
Vi skall visa att for de kromatiska polynomen géller Pg(\) < Pg, (A) - Pg,(A) da A € N.
Losning:

Lat G’ = (‘/, E1 ] EQ) (dvs G' med alla kanter med hérn i bade Vi och V» borttagna, si G’ bestar av
delarna G och Ga, utan kanter mellan). Da &r fArgningar av delarna G och Gs oberoende, sa
PG/()\) = ,PG1 ()\) . PG2 (A) da A e N (for varje fargning av G finns Pg, ()\) fargningar av G2). Men
fargningarna av G utgdr en delméngd av dem av G’ sd Pg(\) < Pg(A). Saken ar klar.

7) X &r en oéndlig méngd och G = {f: X & X}. Vi skall visa att (a, 1p) (G, o) &r en
grupp (o sammanséttning), med (b, 2p) H = {f € G | H{zx € X | f(x) # x}| < oo} en delgrupp,
och (c, 1p) avgdra om H &r en normal delgrupp.

Losning:
a. (G, O) ar en grupp, ty (definitionen av en grupp)
L f, g € G = f og € G (slutenhet, sammanséttningen av tva bijektioner &r en bijektion),
[ f, g, heqG= f ¢} (g o h) = (f Og) o h (associativitet, for alla funktioner (om bada led definierade)),
e feG= foid=1ido f = f, dir id € G &r identitetsfunktionen (id(xz) = z, alla
HASS X) (identltetselement) och
[ f eG=> f € G och f f 1 f Lo f = id (inverselement, finns, ty f en bijektion).  []
b. H &r en delgrupp till G, ty (kind sats)
o H C (G (enligt definitionen av H), H # I (id € H),
o ff[g€ H= fog€ H (ty{z € X |(fog)(z) #a} C{z € X | f(z) #a}U{z € X | g(x) # z} och
A, B #ndliga, C C AU B = C &ndlig) och
o fEH= fl'eH (ty{zeX|f (ax)#z}={zeX]|fz)#z}). O
H &r en normal delgrupp, ty f € G, h € H = fohof ' € H (ty {z € X | f(h(f " (2))) # z} =
={f(@) |z € X, hx)#z}) och fHf ' CH, f'Hf CH= fH=HF.

Svar a,b: Visade ovan, c: H &r en normal delgrupp.

o




8) (4p) G = (V, E) &r en graf, u(z), for € V, medelvirdet av z:s grannars valenser (= 0
om d(x) = 0). Viskall visa att >, pu(x) > > oy 0(2).

Lo6sning:

Férallaz € V ir p(z) =3 oy, 6(1 3 d(y), dar V,, = {y €V | {z,y} € E}, x:s grannar, sa

5( s
Zwev ,LL( ) = EIEV YyEVL 5(5) = Z{a: y}EE( Eg; + 6( ) Z{m y}EE 2= 2|E‘ ZZL’EV 6(.13),
dar vi anvint att a2 + 2 L >2f6r alla a € R~ {0} (ty (a — 1) > 0). Saken ar Kklar.

a

9) Vi skall (a, 1p) med D: F[z] — F[z] (F en kiopp) given av D(A(z)) = > na, 2" !
for A(z) = Y ana™ € Flzx] visa att D(A(x)B(z)) = D(A(x))B(z) + A(z)D(B(x)), alla
A(z), B(z) € F[z], (b, 2p) finna koefficienterna i p,(z) d& E(z) = > 2™ € R[] och
po(z) = 1, ppr1(x)E(x) = 2 D(pp(x)E(x)) for n € N, och (¢, 2p) uttrycka belltalet B,
(antalet olika ekvivalensrelationer pa en n-méngd) med en konvergent oandhg serie.

Lé6sning:

a. Om A(z) =Y an 2", B(z) =Y b, z™ ir koefficienten for " i A(z)B(z): Y _o akbn_k-
Koefficienten for "' &r i vL: n) ;_, axby— och i HL: > ) _ kagbn_r+

+3 o gar(n—k)by_r = >} _o(k+ (n — k))arb,—r = den i VL, s& VL=HL. O
b. Lat p,(r) = > paxa®. DA ér poo =1, pos =0 for k > 0 och a. ger att p,i1(z)E(z) =
= o(3 kpad® T+ 3 pu) Bx) = (5, (B +Dre—1)a") E(a) (ty D(E(x)) = B(x).
Sa for alla n € N &r ppy1.0 =0, Dntik = Pno—1 + kpn i for k> 0.

Med pg i enligt ovan ger det p,41,x, =01f6r k =0o0ch k > n+1, ppy1,1 = Pnyi,nt1 = 1 och
Prt1k = Pnjk—1+ kD for 1 <k <n+1, s p,r = S(n, k), stirlingtalen (av andra slaget).
pn(ﬂf) ar for n € Z+ alltsa polynomet E::l S(n, k)xk (stirlingtalens genererande polynom).

c. Ekvivalensrelationerna pa en mangd motsvarar bijektivt partitionerna av méngden (i ek-
vivalensklasser), 88 By, = > r_, S(n,k) = p,(1), antalet olika partitioner av en n-mangd.
Enligt b. ir p,(z)E(z) = (z D)"E(z) = (x D)n " =Y he, At

r =1 ger att pn(l) . E(l)(: B, - 6) = Zk:l %7 (HL konvergent eftersom VL &r det).

Svar a: Visat ovan, b: z*-koefficienten i p,,(z) dr S(n, k) (och = 0 da k = 0 eller > n),
n
c: B, = % Zl;“;l % (Dobinskis formel).
(Man kan visa att 35775, ]79—7,1 <e,s& B, =12 S ’}TT,L—\ (Comtets formel) ([a] = det minsta heltalet > a).
, . t n
Genom att skriva o = e’ fas fér n € Zy att > p_, S(n, k)eFt . ee = <4 e’ J)




10) Grafen G = (X UY, E) &r bipartit och for A C X &r r(A) det storsta antalet element i
A som samtidigt kan matchas med element i Y. Vi skall (a, 3p) visa att for alla A, B C X
giller r(AU B) +r(ANB) < r(A) +r(B) och (b, 2p) ge ett exempel med < i olikheten.
Losning:
a. Lat M, N vara matchningar mellan AU B respektive AN B och Y med |M| = r(AU B),
IN|=r(ANB).
Det finns en matchning M’ mellan AU B och Y med |M’| = |M| och N C M’,
ty om z € AN B och {z,y} € N\ M,
e ligg till {x,y} i M och tag bort andra kanter i M som innehaller x eller y,
e om {z,y'}, {2/, y} € M, lagg ocksa till {z/,y'} 1 M.
Det ger en ny, lika stor (# |M| (| M| stérst mojlig), s& minst en kant tas bort i férsta steget; omm tva
tas bort, liggs ytterligare en till i det andra), matchning av A U B som innehéaller {z,y} och
om det upprepas for alla kanter i N fas den utlovade M’ (redan tillfsrda N-kanter paverkas

ju inte mer). |
Lé‘i matchni)ngarna M,, Mp mellan A, B och Y besta av de kanter i M’ som innehaller horn
fran A respektive B. Da ar Ma U Mg = M’ och Mgs N Mg = N (ty [N| = r(AN B)), S& (inklu-
sion/exklusion) "(AUB)+r(ANB) = |M|+|N| = |[M'|+|N| = |[Ma|+|Mp| < r(A)+r(B). O
b. Med G = K3 5 enligt figuren och A = {1,2}, B={2,3} fas r(AUB) = 2, 1

r(ANB)=1,r(A)=r(B) =2, sa 2
r(AUB)+r(ANB)=2+1<2+2=r(A) +r(B). O 3
(Det gar lika bra med G = K31 och A = {1}, B = {2}.) X Y

Svar a: Visat ovan, b: Exempel ovan.

(En dndlig miangd X # @ med en funktion r: P(X) — N som (liksom r ovan) for alla A, B € P(X) uppfyller de tre
villkoren 1. r(A) < |A|, 2. A C B = r(A) < r(B) och 3. olikheten i uppgiften, kallas en matroid.

Andra exempel pa matroider:

1. X en delméangd till ett vektorrum, med r(A) = dimensionen av delrummet A spanner upp,

2. X = FE for en graf G = (V, E), med r(A) = maximala antalet kanter i A som inte innehéaller ndgon cykel.

Ett A € P(X) som uppfyller r(A) = |A| kallas en oberoende méingd.)




