Matematik, KTH
B.Ek

Tentamen i kursen
SF1679, DISKRET MATEMATIK for F3
torsdagen den 5 april 2018, klockan 8.00-13.00

Examinator: Bengt Ek, tel 7906951.
Tillatna hjalpmedel: Inga, inte ens riknedosa.

Betygsgranser:

For - A B C D E Fx
kravs 32 27 22 18 15 13 poang

Fx &r inte ett betyg, men ger réitt att delta i en komplettering for betyg E.

For att ge full poang maste l6sningarna vara ordentligt motiverade.
Satser fran kursen far (utom da annat sdgs) anvéndas utan bevis, om det klart
anges vad de sager.

Poangen pa denna del ar den minsta av 15 och summan
DEL I av poangen for uppgifterna 1-5 och bonuspoangen for
inldmningsuppgifterna ht17 (hogst 4p).

1) (3p) Finn alla heltal = som uppfyller (3599 = 59 61]
21982 4+ 22 2 = 1652 (mod 3599).

2) For méngder X, Y och f: X — Y, lat f«: P(X) — P(Y) ges av
f“A)={f(a) |a € A} for alla A € P(X) (ibland betecknat f[A]).

Y

Avgor for foljande par av mangder vilka av '=", ’C’, ’D’ som maste gilla (dvs
giller for alla sadana X, Y, f och A, B C X) mellan dem, i den ordning de star:

a) (1p) f*(AU B) och f*“(A) U f*(B),
b) (Ip) f“(AN B) och f*(A) N f4(B),
c) (Ip) f¥(A~ B) och f4(A) \ f4(B).

(Beteckningar (som vanligt): P(X)={A|AC X}, ANB={z€ A|xz ¢ B}.)

3) (3p) Pa hur manga sétt kan fyra flickor och fem pojkar sitta pa tre réda
och sex vita stolar, en pa varje stol, sa att minst en flicka sitter pa en rod stol?
Bade barn och stolar ar sarskiljbara.

Svaret far innehalla heltal, fakulteter, potenser och de fyra enkla ridknesétten.

4) Permutationerna 7,0 € Sy ges av i \ 1 23 45 6 7 8 9.
tabellen till hoger. i) |2 3 1 5 6 7 4 9 8
a) (1p) Ge m, o och wo pa cykelform. oi)]4 8 1.9 2 3 75 6

b) (2p) Lat G vara en delgrupp till Sy som innehaller 7 och o.
Visa att |G|, antalet element i G, &r delbart med 180.

5) Ett RSA-system for kryptering har de offentliga parametrarna (n,e) dar
n = 4331 [=61-71].

a) (1p) Vilket/vilka av 205, 206, 207, 208 och 209 ar mdjliga vérden for e?
b) (2p) Finn ett motsvarande d-vérde for ett mojligt e fran uppgift a.

Vand!



DEL 11

6) (4p) Lat G, Gy, Gy vara grafer, dar G = (V, E), G; = (V;, E;),

V=V UV, VinVo=och E; ={{z,y} € E|z,y € V;} (i=1,2).

Om Pg(N), Pg, (M) ér G:s och G;:s kromatiska polynom (dvs, for X € N, antalet
hornfiargningar av G, G; med hogst A farger), visa att for A € N galler

PG()‘) < PG1()‘) ’ PGz()‘)'
7) Lat X vara en odndlig méngd och G méngden av bijektioner av X pa X,
G={f X=X}
a) (1p) Visa att (G, o) ar en grupp (da o dr sammanséttning av funktioner).
b) (2p) Visa att H ={f € G | [{z € X | f(z) # a}| < oo} &r en delgrupp till G.
c) (1p) Ar H en normal delgrupp till G (dvs & fH = Hf for alla f € G)?

8) (4p) Lat G = (V, E) vara en graf och p(z) for x € V vara medelvirdet av
x:s grannars valenser (eng. degrees) (p(z) = 0 om valensen d(x) = 0).

Visa att
ZxEV /,L(l') Z Z:pEV (5(33')

DEL III For full podng pa dessa uppgifter kravs sarskilt val

strukturerade och presenterade 16sningar.

9) Lat F[z] (som i Biggs bok) vara méngden av formella potensserier med koeffi-
cienter i kroppen F'. Vi skriver A(z) = ) a, 2" for A(x) € F[z] med a, € F
(s& Y star for 37 ). Definiera D : F[[:L‘]] — F[[JZ]] (formell derivering) enligt
D(A(z)) = > na,z" ' da A(z) = a, 2" € F[x].
a) (1p) Visa att for alla A(x), B(x) € F[z] ar
D(A(x)B(x)) = D(A(z)) B(x) + A(z) D(B(x)).
b) (2p) Lat E(z) =Y L a™ € R[z] och 1at p,(z) € R[z] for n € N ges av
po(x) = 1 och ppii(2)E(x) = 2 D(pp(z) E(x)) for n € N.
Uttryck koefficienterna i p,(x) (for n = 1,2,...) som kdnda kombinatoriska tal.

c) (2p) Belltalet B, ér for n € Z, antalet olika méjliga ekvivalensrelationer
pa en mangd med n element. Uttryck B,, med en konvergent odndlig serie.

oo "

o = konvergerar mot e” for alla x € R och att om tva

(Utan bevis far anvéndas att serien

potensserier konvergerar, konvergerar deras produkt mot produkten av deras virden.)

10) Lat G = (X UY, E) vara en (andlig) bipartit graf (XnY = 2,e € E= [enX| =1).
For A C X, lat r(A) vara det storsta antalet element i A som samtidigt kan
matchas med element i Y (= storsta |[M| dia M C E &r sadan att m € M = |[mN A| = 1 och
(m,n € M och m #n) =mnNn=9).

a) (3p) Visa att for alla A, B C X giller

r(AUB)+r(ANB) <r(A) +r(B).
b) (2p) Finn G, A, B sadana att < géller i a.

Lycka till!

Losningar kommer att laggas ut pa kurssidan.



