Matematik, KTH
B.Ek

Losningar tenta SF1679 DISKRET MATEMATIK, F3 m.fl.

12 januari 2017
Tryckfel kan féorekomma.

1) Vi séker (a, 1p) det minsta (om nagot finns) k € Z4 med 2% =989 1 och (b, 2p) det storsta
k € Z4 som for nagot « € Z ar det minsta med 2% =1989 1 och ett motsvarande z.

Lo6sning:
Enligt kinesiska restsatsen ar ¥ =1989 1 omm z¥ =11 Zg, Z15 och Zi7.
a. Potenser av [2]g, [2]13, [2]17:

k|1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

2812 4 8 7 5 1 ... iZg
212 4 8 3 6 12 11 9 5 10 7 1 ... iZ3
212 4 8 16 15 13 9 1 ... iZi7

Det visar att 2¥ =19g9 1 omm & | 6,12, 8, dvs omm k | mgm(6,12,8) = 24.

Det minsta sadana k € Z ar alltsa k = 24.

b. ak =11 Z1ggg omm x € Uiggg ~ Ug X U1g X U17 (U = U(Zy), de inverterbara elementen i Zy,)
och o, () | k f6r m = 9,13,17 (o,n: muliplikativa ordningen i U,,). Det minsta sadana k &r alltsa
mgm(0g(z), 013(7), 017()).

Vi sag ovan att 2 har maximal ordning i Zg och Zi3 (niimligen |Us| = 6 och |Uss| = 12), men
017(2) = 8 < |U17| = 16. Provning ger att 017(3) = 16.

Alltsa ar det sokta maximala k = mgm(6,12,16) = 48 och © =g 2,=13 2,=17 3 ger
ett motsvarande x. De tva forsta ger ¢ = 2+ 9-13¢, t € Z. Aven den sista upp-
fylls om(m) 9-13¢t =17 1,88 ¢t =17 2-4 = 8 (ty 9°* = 2,137 = 4 Ziy) och t = 8 + 17u,
r=2+9-13-84+9-13-17u =938 + 1989 u, u € Z godtyckligt.

Svar a: k = 24, b: k = 48, ett mojligt = dr 938 (andra ar 5, 7 och 10).

(Enklare: 017(3™) = 16 om sgd(n, 16) = 1. Om x =17 3™ och € Uy, Uiz och dessutom 3 | og(x) eller 3 | 013(x)

ar z "motsvarande”. n =5 ger 3" =17 5 och 09(5) = 6, 013(5) = 4 etc.)

2) (3p) En binér linjar kod C har |C| = 8 och 101010, 111001, 110111 € C.
Vi soker en kontrollmatris H for C och skall avgora om C rattar ett fel.

Lé6sning:
Lingd 6 och |C| = 8 = 22 ger att rank H = 6 — 3 = 3, sa alla H med 3 linjéirt oberoende
rader som uppfyller Hc! fér ¢ 2.3 de givna elementen i C dr kontrollmatriser for C.

H:s rader ar alltsa linjart oberoende 16sningar till det homogena systemet med koeflicienter
[101010} 1t. 2,3 [(1)0(1)810} 2t‘3 [(1)0(1)810} 3t. 1 [(1)00100}

111001 0011
11 011101 001110 001110

adlja de sista bitarna som 100, 010, 001 fas raderna 101100, 011010, 010001,
= ﬂ Den har lika kolonner, sa C rattar inte ett fel, ex. 000000, 100100 € C ger
bada 100000 med ett fel.

Svar: En mdéjlig kontrollmatris ar H = [é fll) % é g ﬂ, C rattar inte (sikert) ett fel.

3) (3p) Vi soker antalet sétt att fordela 31 dagar mellan diskret matte, romaner och spel.
Det skall vara totalt 9 dagar spel, aldrig tva i rad, och fler dagar diskret &n romaner.

Losning:

Antalet dagar utan spel #r 31 — 9 = 22. De kan fordelas mellan dmkret och romaner p4 222
sitt, varav (32) har lika ménga dagar av varje. Halften av vriga, $(2%2 — (32)) st, &r de
fordelningar som har fler dagar med diskret matte &n romaner.

Av de 23 mellanrummen /ytterplatserna mellan dem kan 9 fyllas med speldagar pa ( ) satt.
Multiplikationsprincipen ger antalet fordelningar som uppfyller forutséttningarna,

()47 - (2) = 8- @7 — i),

Svar: Didrik kan férdela dagarna pa

9. 14. (22 — W)(_ 1425 535 654 840) Satt.




4) (G,-) #r en grupp och vi har ekvationerna a = b, b = ¢2, ¢ = a? for a,b,c € G.
Vi soker (a, 1p) alla l6sningar med minst tva av a, b, ¢ lika och skall (b, 2p) visa att det om
|G| = 1467 inte finns nagra lésningar med alla a, b, ¢ olika.

Losning:

a. Lat a, b, c uppfylla ekvationerna och b = @ (c = b och a = ¢ analoga). D& &r a = b® = a2, si
a = 1, G:s identitetselement (multiplicera med a~1). Det ger ocksd b=a =1 och ¢ = a? = 1.
b. Ekvationerna ger a = b? = (c?)? = ¢* = (a?)* = a® och séledes a” = 1. Det betyder att
o(a) | 7, sa o(a) = 1 eller 7. o(a) =1 ger a = 1 och ddrmed b = ¢ = 1 (s4 de &r inte olika),
medan o(a) = 7 ar omdjligt eftersom o(a) | |G| och 71 1467. Saken ar klar.
Svar a: Enda mdjligheten dr a = b = ¢ = 1, b: Visat ovan.

5) (3p) I en plan, sammanhéngande graf har 2 hérn valens 3, de 6vriga valens 4. 4 ytor
begransas av 4 kanter, de 6vriga av 3 kanter. Vi soker antalen hérn, kanter och ytor i grafen.

Losning:

Lat (som vanligt) v, e, r vara antalen hérn, kanter och ytor i grafen.

Eulers polyederformel ger v —e+r = 2. Summan av valenserna ar 2e, sa 3-2+4(v—2) = 2e.

Motsvarande for den duala grafen (v* =r, r+ =) ger 4 -4 + 3(r — 4) = 2e. Vi far systemet

{U —e+r=2 {v =9
2v—e=1 med 10sning e=17
2e —3r=4 r = 10.

Svar: Grafen har 9 hoérn, 17 kanter och 10 ytor.

6) (G,#) ar en grupp och A C G, A # @. Vi skall (a, 2p) visa att |Ga| < |A| da
Ga={9€eG|lace A= gxa € A}, (b, 1p) visa att G4 &r en delgrupp till G om A &r dndlig
och (c, 1p) ge exempel pa G och A déar G4 inte &r en grupp.

Losning:

a. foljer av att g € G 4 bestdms helt av sin verkan pa ett enda a € A:

Tag ett ag € A (finns, ty A # ). Om 91,92 € G och g1 *ayg = ga *xag ar g1 = ga (ty ap € G,
multiplicera med ay ' fran héger). Det betyder att fo: Ga — A som ges av fo(g) = g * ap ar en
injektion, sa, |GA‘ < |A| (postfacksprincipen; definitionen av < om G 4 inte ar andlig).

b.a€e A= 1xa€ A, sal e Gy och Gy # O.

91,92 € Ga= (a€A=gaxa€ A= g1 x(ga*xa)=(g1%g2) xa € A) = g1 % g2 € Ga.

A andlig ger G4 andlig, s& (kiind sats) G 4 ar en delgrupp till G.

c. Med (G, *) = (Z,+) och A =N ar G4 = N, som inte ar en grupp under addition.

Svar a,b: Visade ovan, c: (G, *) = (Z,+) och A = N utgor ett sidant exempel.

7) (4p) Vi skall for m,n € Z4 visa att ¢(d)p(mn) = dp(m)e(n), dar d = sgd(m,n) och ¢
ar Eulers ¢-funktion.

Losning:

Lat, for k € Z., Py = {p: p primtal, p [ k}. Da ér ¢(k) =k - [[,cp, (1 — %) (kiind sats).

Sa (for m,n € 24) ¢(d)p(mn) =dmn - [[,cp, (1 - %) [Lep,, (1- %) och

dp(m)p(n) = dmn - Hper(l - %) HpGPn(]' - %)

Eftersom P, = P, U P,, P; = P,, N P, ar bada uttrycken dmn ganger faktorer (1 — %)2

for p i bade P, och P, och faktorer (1 — %) for p i precis en av P, och P,, sa de ar lika.
Saken ar klar.




i |1 2
o(i) [11 8
Vi soker antalet m € S13 med o = o~

3 4 6 7 8 9 10 11 12 13
1 9 '

5
8) (4p) o € Si3 ges av: 1 12 5 13 7 6 3 10 2

Lr.

Losning:

Pa cykelform dr o = (1 11 3)(28 13)(4 9 7 5)(6 12 10) (ty o(1) = 11, o(11) =3, 0(3) = 1,...).
ro=oc reron =0t 071 =(3111)(1382)(5794)(10 12 6) och

ror = (x(1) 7(11) 7(3))(r(2) 7(8) 7(13))(x(4) m(9) 7(7) 7(3))((6) 7(12) x(10)).

De ar lika omm 3-cyklerna i den ena motsvarar 3-cyklerna i den andra och 4-cyklerna
motsvarar varandra.

7(1) kan vara vilket element som helst av de 9 i 0= 1:s 3-cykler, det bestimmer 7(11), 7(3),
7m(2) kan sedan véljas bland 6 element (2 st 3-cykler kvar), det bestdmmer 7 (8), 7(13),

7(6) kan da véljas bland 3 element, det bestdmmer 7(12), 7(10) och till sist kan

7(4) viilljas som vilket som helst i 07 1:s 4-cykel, det bestdmmer 7(9), 7(7), 7(5).

Totalt blir det (multiplikationsprincipen) 9-6-3-4=0648 mOJllga. .

Svar: Det finns 648 olika sddana =.

9) (5p) Om G = (Vg, Eg) ar en graf, R en ekvivalensrelation pa Vi med ekvivalensklasser
Vi, i € I, ges kvotgrafen G/R = (Vg r,Ec/r) av Vg = {Vi | i € I} och Eq/p =
{{Vi,V;} | det finns v; € V;, v; € V; med {v;,v;} € Eg}.

Vi skall visa att om H = (Vg, Eg) ar en sammanhéngande graf, sa finns ett trad T =
(Vr, Er) och en ekvivalensrelation R pa Vr, sadana att H ~ T/R och |Ey| = |Er|.
Losning:

Induktion &ver |Vi|.

Bas: Om |Vg| = 0 eller 1 kan man ta T = (Vy, @), R likhetsrelationen.

Steg: Antag att pastaendet ar sant for alla ssmmanhéngande grafer med farre hérn &n H.
Lat |Vg| > 2. Da finns x € Vg sadant att H' = (Vy+, Eg/), bildad genom att ta bort « och
dess kanter fran H, &r sammanhéngande (z kan vara ett 16v i ett uppspénnande triad for H). Enligt
antagandet finns ett trad 7" = (Vp, Ep/) med |Eg/| = |E7/|, en ekvivalensrelation R’ pa
Vrs och en isomorfi ¢": Vir — V.

Lat a:s grannar i H vara y1,Ya,...,Yk, & = 6(x). Vi bildar T = (Vp, Er) fran T’ genom
att for varje Yi lagga till ett horn X, och en kant {yz,xz} T ar da ett trad (sammanhéngande
och utan cykler) och |EH‘ = ‘EH/| +k = |ET/| +k = ‘ET| Lat R vara R’ utokad med
en ny ekvivalensklass V, = {x; | ¢ = 1,2,...,k}. R &r en ekvivalensrelation pa Vr och
¢ =¢'U{(x,V,)} ar en isomorfi mellan H och T/R (om u,v € Vis: {u,v} € En & {u,v} € Egy <
& {d'(u),¢'(v)} € Epr g & {d(u), ¢(v)} € Exyr och {u,z} € Ex & u =y;, for nigot i € {1,...,k} &

& {(u), Vo) € Eryr & {6(u), $(2)} € Er/r). Enligt induktionsprincipen ar saken klar.

10) (5p) Vi soker antalet vésentligt olika sétt att firga en kubs sidoytor med lika manga
roda som bla sidor, da man ocksa har k andra farger att tillga.

Lo6sning:
Vi anvénder Burnsides lemma och behover |F(g)| for varje (typ av) symmetrirotation g.

DR O e dder " F(g)]
id [16] 1 k¢ + 30k* + 90k? + 20
rot hh + 27 [32] 8 k*+2
rot kkm 23] 6 k® + 6k
rot ss+ % [12 4] 6 k3 + 2k
rot ssm [1222] 3 k* + 4k% + 4k + 4

("rot zz v”: rotation vinkeln v kring en axel genom kubens och sidors(s), kanters(k) eller hérns(h) medelpunkter.)
‘F(g)| antalet g—invarianta (dvs samma farg pa alla sidor i samma cykel i g:s permutation) féirgningar.
|F(id)|: ingen r6d/bla, en var ((, $,) = 30), tva var ((,5,) = 90) eller tre var ((,§ ) = 20),

pa Ovriga rader fordelas cyklerna pa liknande sédtt mellan réda, bla och 6vriga,

termen 4k pa sista raden: 1-cyklerna kan vara réda och en 2-cykel bla eller tvartom (141 = 2).
Lemmat ger antalet fargningar: ﬁ > gec |1 F(9)| = 77 (K + 30k* 4+ 90k 4 20) + 8- (k? +2)+
+6- (k3 +6k)+6- (k3 +2k)+3- (k*+4k>+4k+4)) = 35 (K +33k*+12 k3 +110 k> +60 k+48).

Svar: Det sokta antalet ar i(kG + 33k* + 12k% + 110k2 + 60 k + 48).




