Matematik, KTH
B.Ek

Losningar tenta SF1679 DISKRET MATEMATIK, F3 m.fl.

12 april 2017
Tryckfel kan forekomma.

1) (3p) Vi séker alla z € Z med 23! + 158z = 191 (mod 385).

Lo6sning:

385 =5-7-11,5, 7, 11 primtal, sd a =385 b < (a =5 b, a =7 b och a =11 b), om a,b € Z.
Enligt Fermats lilla sats &r a” =, a om p &r primtal, sa

1. 23 + 1582 =5 191 @ 23 + 3z =5 1 © = =5 3 eller 4 (prova alla = € Zs),

2. 28 +158r =2 191 x+4dr=,2<2=,6 (5"1.2=3.2=6i2,) och

3.2+ 158z =1 191 @ z+4dr =14 2=1136G"-4=9-4=3iZ1).

3. ger x = 3+ 11s, nagot s € Z, som enligt 2. uppfyller
34+1ls=7,64s=7,35=76 (47 =2112;), &

x =34 11(6 4 7t) = 69 + 77t, nagot t € Z, som enligt 1. uppfyller en av foljande tva
69+ Tt =53 2t=54t=52,88x=069+77(2+ 5n) =223 + 385n, n € Z (godtyckligt)
694+ TMt=54<2t=501=50, sa x = 69 + 77(0 + 571) =694 385n, n € 7. (godtyckligt).

Svar: * = 69 4+ 385n eller x = 223 + 385n, n € Z godtyckligt.

2) 3p) ForneNar A, ={BC{1,2,...,n} |z,ye B=y#x£1} och (med [T,cpz=1)
f(n)=>"pea, llren k2. Vi skall finna och bevisa ett uttryck for f(n).

Lé6sning:

Lite provande (AO = {@},f(()) =1 A = {@7 {]‘}}ﬂ f(l) =1+1?= 2, Ay = {®7 {l}v {2}}7

f(2) =1+1%2+22=6och f(4) = 120 givet) verkar peka pa att f(n) = (n + 1)

Vi visar det med induktion.

Bas: f(0)=1=(04+1)!, f(1) =2 = (14 1)!, sa pastaendet ar sant for n = 0, 1.

Steg: Antag att pastaendet ar sant for n = k, k + 1.

Varje element i Ay4o 8r av precis en av typerna 1. utan k + 2, sa ett element i Ag41, och

2. med k —+ 2, sa BU {k + 2} for ett (entydigt) B e Ak (om k + 2 ar med, far ju inte k + 1 vara det).
Sa Agyo = Apr1 U{BU{k+ 2} | B € A} (en disjunkt union), vilket ger f(k +2) =

= f+1) + (k+2)2 f(k) 2" (k+2)! + (k+2)2(k+ 1) = (k+2) + (k+2)?)(k+1)! =
= (k+3)!=(k+2+1)!, sa pastaendet ar sant f6r k + 2 om det &r sant for k och for k + 1.
Enligt induktionsprincipen ar pastaendet sant for alla n € N.

Svar: f(n) = (n + 1)! for alla n € N, visat ovan.

3) (3p) Vi soker antalet satt att fordela 9 olika bocker och 17 identiska bullar bland 6 (olika)
barn, da varje barn far minst en bok och minst en bulle.

Lo6sning:
Bockerna kan fordelas pa 6!-.5(9,6) = 6! - 2646 satt 1
(surjektioner {bockerna} — {barnen}, stirlingtalet S(9,6) = 2646 1 1 3 1 1
enligt ”Stirlings triangel” till hoger). 1 7 6 1
Bullarna kan fordelas pa (11+56_1) = 5,1_?!1, satt (sedan 15 25 10 1
varje barn fatt en bulle, oordnat urval med (ev.} uf)prepning av 11 bland 90 350 65 140 15 21 1
6 barn, vilj 5 viaggar bland 16 bullviggar). 1050 266
Multiplikationsprincipen ger totala antalet fordelningar, 2646

! . 16!
02616 ity — S

Svar: Fordelningen kan ske pa %16!'16! (= 8321564160) satt.




4) (G,-) ar en grupp och H, K &ndliga delgrupper till G. Vi soéker mojliga virden (da
|H|, |K| ar givna) for (a, 1p) |[H N K| och (b, 2p) |aH NbK|, da a,b € G.

Losning:

a. HN K ér en delgrupp till H och till K, s& [H N K| | sgd(|H|, |K|). For grupper A, B, D
med |A| = a, |B| = b, |D| = d visar exemplet G = Ax D x B, H =Ax D x{lg}, K =
{14} X D X B (med |H| = ad, |K| = bd, |H N K| = d) att alla delare till sgd(|H|,|K]|) 4r mdjliga.
b. aHNbK kan vara & (t.ex. om H = K = {1}, a # b) ochom ¢ € aHNbK &r cH = aH, cK = bK
(vénstersidoklasser ar identiska eller disjunkta), sa aH NbK = C(H N K) och |(1H N bK| = |H N K|

Svar: Mojliga ar a: alla delare till sgd(|H]|, |K|), b: samma och dessutom 0.

5) (3p) Vi soker en ordning av 1,2,...,9 kring en cirkel, s att summan av tva grannar
aldrig ar delbar med 3, 5 eller 7.

Losning:

Problemet 16ses av en hamiltoncykel i en graf med hornen mérkta med siffrorna och kanter
mellan tillatna grannar (dvs {i,;} ar en kant omm 3,5,7 4 (i +j)). 1, 2 och 4 har bara tva grannar
i grafen, sa deras kanter maste inga i cykeln. Det ger foljden 6, 2, 9, 4, 7, 1, 3 och de
aterstaende 8, 5 kan bara kopplas in i den ordningen (eftersom 6 och 8 inte &r grannar).

Svar: En ordning (den visentligen enda) &ar 1, 3, 8,5, 6,2, 9,4, 7.

6) Vi soker (a, 2p) antalet vasentligt olika armband med 6 fargade (k farger mojliga) parlor
pa en ogla och (b, 2p) hur manga av dem som har minst en vardera rod och bla pérla.

Losning:

a. Vi anvander Burnsides lemma. Om armbandet placeras med pérlorna i hérnen av en
regelbunden sexhorning, ser man att gruppen G som verkar pé méngden av konfigurationer
beskrivs av identitetsavbildningen id, elementen r,72,...,r5 (dér r &r rotation %’r = 3
kring en axel genom sexhorningens mittpunkt och vmkelrat mot dess plan) och tre ohka
rotationer m vardera av typ si, s (ddr s; &r rotation kring en axel i sexhOrningens plan,
genom mittpunkter av tva av motstaende sidor och so kring en axel genom tva motstaende
horn). |F(g)|, antalet konfigurationer som inte &ndras av g, ses vara som i tabellen:

antal g:s permutation

98 WP | sadana g av parlorna 1E(9)l
id 1 [19] kS
r,rd 2 [6] k
r2,rt 2 [32] k2
rs 1 [23] K3
S1 3 [23] k?’
S9 3 [1222] k4

Sa antalet vésentligt olika armband = antalet banor under G:s verkan = |Tl:\ > gec | F(9)| =

= 5 (1 k% + 2k 4 2k + k3 + 3k% 4 3k*) = L (K® + 3k* + 4k3 + 2k2 + 2k).

b. Lat X vara alla fargningar i a) och B de utan nagon bla pérla, R de utan nagon rod

parla. Da soker vinu | X N (BUR)| = |X|—|B|—|R|+|BNR| = f(k)—2-f(k—1)+ f(k—2),

dér f(k) &r svaret i a). Det blir §(5k% — 20k3 + 41k* — 38k + 14).

Svar a: Antalet olika sddana armband &r f(k) = 5 (kS + 3k* + 4k3 + 2k? + 2k),
b: Antalet &r nu (5k* — 20k® + 41k? — 38k + 14).

(Det gar ocksa bra att svara i b) utan att utveckla, sa svaret kan béorja -5 (k° — 2(k — 1) + (k — 2)% +...))




1 ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
7) (4p) 7 € S1o ges av tabellen A9 7 10481 25 6 5
Vi soker antalet funktioner f: Njg — Nyjg med f(w(:)) = n(f(2)) for alla i € Nyg.

Lo6sning:

P4 cykelform &r 7 = (19 6)(2 7)(3 10)(4)(5 8) (ty =(1) =9, =(9) =6, =(6) = 1,...).

En funktion med den aktuella egenskapen bestdms helt av vardena for ett ¢ i var och en av
m:s cykler (ty f(n(s)) = n(£(i)) etc.) och f uppfyller villkoret precis om f(7) tillhor en m-cykel,
med m | k, om ¢ ar fran en k-cykel (ty £(i) = f(="(5)) = 7" (£ (i)))-

Antalet sadana f blir 4-7-7-1-7 = 1372 (msjliga val for £(1), £(2), £(3), f(4), £(5)).

Svar: Det finns 1372 olika sadana funktioner.

8) (4p) Vi soker A C Z, sadan att (med Biggs beteckningar):

- 3| k: ett godtyckligt antal delar av storlek k
n|forallakeZ, :{°™ ) =
p< | € Lt annars: hogst tva delar av storlek k )

= p(n | varje dels storlek tillhér A).

Losning:
Den genererande funktionen for talen i VL ar

k k 1
[Tiso, 301+ 2 +2%%) T2 o Hk:>0 3k (1 Z:k T = =

1 1
- Hk>0 3tk (1— xk Hk>0 3|k 1—x3F Hk:>0, sgd(k,9)#3 1—xF>
den genererande funktionen for talen i HL omm A &r méngden av k i den sista produkten.

(Minns att det inte dr nagra konvergensproblem. Bara ett andligt antal faktorer # 1 bidrar till ett visst z™.)

Svar: A ={k € Z4 | sgd(k,9) # 3}.

9) (G,x*) och (A, o) med identitetselement I respektive e ar grupper (A abelsk). G verkar
pa méngden A med g(aob) = g(a)og(b) (for g € G, a,b € A). Viskall (a, 3p) visa att (K, ®) &r
en grupp, dér K = G x A och © ges av (g1,a1) © (g2, a2) = (g1 * g2, g1(az) o a1) och (b, 2p)
avgora om Hy = G x {e}, Hy = {I} x A &ar delgrupper och normala delgrupper till (K,®).

Lo6sning:

a. Att (K, ®) &r en grupp foljer av att axiomen for en grupp (G1-G4) &ar uppfyllda.

G1 (slutenhet): g1 * g2 € G och g1(az) oa; € A for alla g1,92 € G, a1,a2 € A (G, A slutna

under *, o och gi(az2) € A). G1 klart.

G2 (associativitet): ((g1,a1) ® (g2,a2)) ® (g3,a3) = (91 * g2, 91(az) 0 a1) ® (g3, a3) =

= ((91%92) *g3, (91%92)(az) o (g1 (az) 0ar)) skall vara lika med (g1,a1) © ((g2, a2) © (g3, a3)) =

= (g1,a1) © (92 * g3, g2(a3) 0 az) = (g1 * (92 * g3), 91(92(a3) © az) o aq).

(91 % 92) * g3 = g1 * (g2 * g3) (x associativ),

(91 * gg)(ag,) o (gl(ag) o (11) = (91 (gg(ag)) o g (az)) O a1 (G verkar pa A, o associativ) och

g1 (gg(ag) o ag) ocay = (91 (gg (ag)) ° g1 (a2)> O @1 (givna egenskapen hos G:s verkan) G2 Kklart.

G3 (identitetselement): (I,e)®(g,a) = (I*g, I(a)oe) = (g,ace) = (g,a) och (g,a)®(I,e) =
(g ey g( ) ) (g, eo a) ( ) (I, e identitetselement, I(a) = a (alla a € A), g(e) = e (alla g € G)

(ty eogle) = gle) = gleoe) = g(e) og e))), sa (I,e) &r ett identitetselement. G3 klart.

G4 (invers): (g,a) @ (¢ g7 (a™")) = (9+9 Lalg~ (@) oa)=(I,(gxg ) (a ") oa) =

= (I,I(a_l)oa) (I a~ ! oa) (I 6) (! invers i G eller i A, G verkar pa A, I(b)fb alla b € A),

(9 g a ) @(g.a)= (g7 xg,97 (@) og™ (a™!)) = (I,g7 (a0a™)) = (I,g7'(e)) =

= (I,e),sa (g7, g7 (a™1)) ér inverselement till (g,a). G4 klart. S& (K, ®) dr en grupp.

b. H; och Hy ar delgrupper till K (bijektionerna ¢1((g,€e)) = g, ¢2((I,a)) = a &r isomorfier med G re-

spektive A, ty (g1,€) ®(g2,€) = (g1*g2,91(e)oe) = (g1*g2,¢e) och (I,a1)®O(I,a2) = (IxI,I(az)oar) = (I,a10a2).

(I,a) ®© Hy ={(g,a) | g € G} och H; ® (I,a) = {(g,9(a)) | g € G} &r inte lika om g(a) # a

for nagot g € G, sa Hy behdver inte vara en normal delgrupp.

(9,a) ©Hs = {(g,9(a')oa) | a’ € A} och Hy®(g,a) = {(g,a0a’) | o’ € A}. Bada édr {g} x A

(g verkar som en bijektion pa A), sa Hs ar normal.

Svar b: H; och H; ar delgrupper. H> ir normal, men det dr H; inte sikert.

(K kallas en halvdirekt produkt av grupperna G och A. Villkoret att A ar abelsk behovs inte (se 16sningen).
Mer naturligt &r att definiera (g1,a1) ® (g2, a2) = (g1 * g2, a1 0 g1(az2)).)




10) (5p) G = (V, E) &r en oédndlig graf, FE uppriknelig. Vi skall visa i) < i), da

1): For varje dndlig X C V dr antalet kanter med precis ett horn i X oéndligt eller jamnt,
i1): Det finns en méangd av cykler och (st bada hall) odndliga stigar, med varje e € E i precis
en av dem.

Lo6sning:

i) = ii): Lat {e}ren vara en upprakning av E, eg = {v,v’}. Enligt ¢), med X = {v}, finns
ett minsta £ > 0 med v € e, och motsvarande for v’. Dessa kanter ”satts ihop” med eg och
detta upprepas med andpunkterna i de successivt bildade stigarna. Pa sa satt fas en cykel
med e (om en dndpunkt far en kant till den andra) eller en dubbelt oandhg stig med eg.

Om alla kanter som ingar i den bildade cykeln/stigen tas bort fran G fas en ny graf
G' = (V,E'), som ocksa uppfyller i) (for varje &ndlig X C V (men inte sikert fér ofindliga)
finns ett jamnt antal kanter i cykeln/stigen som innehaller precis ett horn i X (de vid sluten av
sammanhéngande strickor av X-hérn), s& ett jAmnt antal kanter tas fran motsvarande kantméangd
i G). Utga fran e, € £’ med minimalt k& och bilda en ny cykel/stig som ovan. Upprepa.
Méngden av alla sa bildade cykler/stigar (indlig eller oandlig) visar att i) &r uppfyllt.

1) = 4): Som vi sag har varje cykel eller dubbelt odndlig stig for dndligt X C V ett jamnt
antal kanter med precis ett horn fran X. Om #4) ar uppfyllt 4&r méngden av alla sadana
kanter i ' en union av mingder med jamna antal element, sa ). Saken ar klar.




