(Diskret matte F, ht17: L20, to 30 nov 2017)

Koénigs (odndlighets)lemma: (inte i boken) Om G = (V, E) dr en oéndlig
(dvs V &r oéindlig), sammanhéingande graf sa finns minst ett horn med oédndlig
valens eller en oéndlig stig fran varje hérn (eller bada).

En bipartit graf G = (X UY, E):
X NY = @, alla kanter mellan X och Y
=
G ar 2-(horn)fargbar

Sats: G bipartit = > d(z) =) o 6(y) = |E].

Sats: G ar bipartit < det finns ingen udda cykel i G.

G = (X UY, F) har en hamiltoncykel = | X| = |Y|

G = (X UY, F) har en hamiltonstig = |X| = |Y] eller | X|=|Y|+1

En kantfargning av grafen G = (V| E):
en funktion f: K — N
sa att |e; Ney| =1 = f(er) # f(e2)
dvs kanter till samma horn har olika farg

Kromatiska index (nimns inte i boken) x'(G) for G:
minsta antalet farger som G kan kantfirgas med.

Sats (Vizing (1964), inte i boken): Om G har maxvalens k géller £ < y'(G) < k+1.

Sats (inte i boken): Fyrfargssatsen &r ekvivalent med pastaendet att x'(G) = 3
for varje planér 3-reguljar graf GG, sadan att varje kant ingar i (minst) en cykel.

Sats: Om G ar bipartit med maxvalens k ar x'(G) = k

(Visas med alternerande stigar)

Sats: En latinsk m x n-rektangel (m < n) kan utvidgas till en latinsk n x n-
kvadrat

En matchning M for grafen G = (V, E):
M C FE, kanterna i M parvis disjunkta

Fullstandig matchning: varje hérn i G ingar i
nagon kant i M (om G = (X UY, F) ar bipartit
kraver vi bara |[M| = | X]|, dvs att alla hérn

. .. En maxmatchning som
i X ar matchade (i.k. X-fullstindig matchning)) 5

inte ar fullstdndig
Maxmatchning (eng. maximum matching):
sa manga av G:s horn som mojligt ingar, dvs | M| &r maximal
Halls sats: En bipartit graf G = (X UY, E) har en (X-)fullstandig matchning
omm |J(A)| > |A|, alla A C X
dar J(A) ={y € Y|{x,y} € F for nagot © € A}
Visades med (induktion éver |M| och) utokande alternerande stigar, stigar

som borjar och slutar i omatchade horn och dér varannan kant tillhér M (och
varannan inte).



Foljande hanns inte pa lektionen, kommer pa tisdag:
Transversaler

Om S = {S;}ic; ar en indicerad uppsittning méngder, kallas en indicerad
méangd {s; }ie; med s; € S; for alla ¢ € I och s; # s; om i # j for en transver-
sal for S.

Halls sats handlade ursprungligen om transversaler och séager att om [ ar andlig
har § en transversal omm

| Sil > |H| for alla H C 1.

1€H
(Ses genom att betrakta den bipartita grafen med X = I, Y = (J,c; Si och kanter
precis mellan varje ¢ € I och alla element i 5; och anvianda giftermalssatsen.
Om [ ar andlig géller satsen dven for odndliga S; (finn forst en transversal till de #ndliga
av S;:na och vilj sedan nya element fran de o#ndliga) och om S;:na alla ar andliga géller
satsen (med villkoret ovan for andliga H) ocksa for odndliga I (kan visas med logikens

kompakthetssats eller, for upprakneligt I, med Kénigs lemma, vilket gjordes pa lektionen.)

Om maxmatchningar

Sats: Om M &r en maxmatchning i en bipartit graf G = (X UY, E) géller
M| = |X| —d(G), dir d(G) = maxacx(|A| —|J(A)|), grafens underskott
eller defekt.

Sats: En matchning i en bipartit graf d&r en maxmatchning omm det inte finns
nagon utokande alternerande stig (dvs en alternerande stig med omatchade
forsta och sista horn) for M.

En algoritm for att finna maxmatchningar
For att finna en maxmatchning i en bipartit graf:

For varje omatchat horn z € X:
Undersok alla alternerande stigar fran z, tills en leder till ett omatchat
horn. Byt i M ut stigens M-kanter mot stigens andra kanter, fa en
matchning M" med |M'| = |M| + 1.
Upprepa sa lange det gar, dvs sa lange nagon alternerande stig fran ett
omatchat X-horn leder till ett omatchat Y-horn. (Om det inte finns nagon
sadan stig leder sOkandet antingen in i cykler (sa det behévs en sparr mot fortsatt
sokande lings stigar som upprepar sig) eller stopp nér det inte finns négon omatchad
kant att f6lja.)



