(Diskret matte F, ht17: 1.19, on 29 nov 2017)

En hornfargning av grafen G = (V) E):
en funktion ¢ : V — N|
sadan att xy € E = c(x) # c(y)

Kromatiska talet y(G) for G:

minsta antalet farger som G kan hornfargas med ¢
En girig algoritm for att approximera x(G):

1. ordna hornen: vy, vs, ..., vy,

2. valj i ordning c¢(v1), c(v9), ... minsta mojliga, givet de redan valda.

Sats: G har maxvalens k =
-x(G) <k+1
- om GG sammanhéngande och inte reguljar sa x(G) < k.

(I sjélva verket giller den starkare Brooks sats (1941) (inte i boken, ndmndes kort pa lektionen):
Om G ar sammanhéngande och inte isomorf med K, for nagot m eller med C,, for ett udda n,

ar x(G) < k, maxvalensen i G.)

Det kromatiska polynomet Pg(\) for en graf G

Antalet satt att hornfarga grafen G = (V, E) med (hogst) A farger ges av det
kromatiska polynomet Pg(\).
Kromatiska talet x(G) édr det minsta A =0, 1,2,... med Pg(\) # 0.

Pg()\) ér, som namnet antyder, ett polynom.
Dess hogstagradsterm ar AV,
Nisthogstagradstermen ar —|E|AVI—L,
Koefficienterna ar alternerande > 0 och < 0.
Konstanttermen ar 0 (om |V| > 0).

Rekursionsformel:

PG()‘) = PG—e()‘) - PG/e()‘)?
dér G — e &r grafen G med kanten e borttagen och G/e & G med kanten
e kontraherad (dvs hérnen i e:s &ndar sammanslagna). Eftersom graferna i
hogerledet har strikt farre kanter an G bestammer detta tillsammans med
basen Py, (A) = AVl polynomet Pg()) for alla (dndliga) grafer.
Med induktion motsvarande rekursionen visas egenskaperna ovan for Pg(\).
Med rekursion fann vi for den cykliska grafen C),

Fo,(A) = (A=1)"+ (=1)"(A = 1).
Som en tillampning av principen om inklusion och exklusion kan man visa

(vilket dock inte gjordes pa lektionen, genomfor det girna sjilv) att antalet satt att féirga

G med exakt \ farger ar Z?:X(G)(—l))‘fj (j) Pa(j)-



Planara grafer

En plan graf: En "konkret graf” i planet vars kanter inte korsar varandra

En planar graf: En graf som ar isomorf med en plan graf,
dvs den kan ritas i planet utan att kanter korsas

Sats: (Eulers polyederformel): Om en sammanhingande plan graf har v
horn, e kanter och r ytor galler
v—e+r=2
Allmannare: Om grafen har ¢ komponenter galler
v—e+r—c=1
Den ger (eftersom varje yta om e > 2 har minst 3 kanter)

Sats: For en sammanhéngande planar graf med e > 2 géller 3v > e + 6
Om grafen ocksa &r bipartit giller 2v > e + 4

Sats: En planar graf har horn med valens < 5.

De fullstandiga graferna K,,, n > 5 och K, ,, p,q > 3 éar inte planara
Om en graf &r icke-plandr "innehaller” den alltid (minst) en av K5 och Kj3:
Kuratowskis (1930) och Wagners (1937) satser:
Grafen G ar icke-plandr omm en graf som ar isomorf med K3 eller K33 kan fas fran
G med en 6ljd (0 eller fler) av operationerna:

e ta bort ett horn (och dess kanter)

e ta bort en kant

e — Kuratowski: ”sudda ut” ett horn med valens 2

(bevara en kant mellan dess grannar)
— Wagner: kontrahera en kant

("dra ihop” hornen vid kanten till ett nytt horn)
(Villkoret i Wagners sats kallas att K5 eller K3 3 4r en minor till G.)

Duala grafen (inte sékert en enkel graf, d&ven om G &r det) GJ' till en plan graf G-
(Isomorfa plana grafer kan ha icke-isomorfa dualgrafer.)

ett horn i var och en av G':s ytor

en kant genom var och en av G:s kanter

1

Da galler UL =7, € = € (med v, e, r som i satsen ovan).

Om(m) G ir (plan och) sammanhingande, dr r+ = v och (G+)* isomorf med G.

Hanns inte, kommer néasta lektion:

Fyrfargssatsen: G planir = y(G) < 4

Pa lektionen visades sex- och femfargssatserna.

Foljande gas inte igenom pa lektionerna, finns i materialet om planara grafer:

En regelbunden polyeder (en platonsk kropp):
alla sidoytor regelbundna m-horningar, alla horn kongruenta, valens n.

Det motsvarar en ”"dubbelt reguljar” plan, sammanhéngande graf:
alla ytor har m kanter (dvs G* ar m-reguljir), alla horn har valens n.

Enda mojliga sadana:

m n|v e 1 motsvarande polyeder

3 5|12 30 20 ikosaeder (dual till dodekaedern)

3 4|16 12 8 oktaeder (dual till hexaedern)

3 3|4 6 4 tetraeder (dual till sig sjilv)

4 3|18 12 6 hexaeder (kub) (dual till oktaedern)
5 3120 30 12 dodekaeder (dual till ikosaedern)




