
(Diskret matte F, ht17: L14, ti 21 nov 2017)

Begreppet grupp definieras axiomatiskt:

(G, ∗) är en grupp omm G1–G4 är uppfyllda (G en mängd, ∗ en binär operation p̊a G),

G1. ∀x, y ∈ G x ∗ y ∈ G slutenhet
G2. ∀x, y, z ∈ G (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) associativitet
G3. ∃ e ∈ G ∀x ∈ G e ∗ x = x ∗ e = x identitet
G4. ∀x ∈ G ∃x−1∈ G x ∗ x−1 = x−1 ∗ x = e invers

(∀x ∈ G . . . st̊ar för ”för alla x i G : . . . ”, ∃x ∈ G . . . för ”det finns (minst) ett x i G s̊a att : . . . ”.)

(G1 behövs egentligen inte, det ing̊ar i begreppet ”binär operation p̊a G”.)

(e i G4 skall vara samma som i G3, vilket det strängt taget inte st̊ar.)

(Vi skriver ofta · (eller inget) för ∗ och 1 eller I för e i en grupp.

För abelska grupper skrivs ofta + för ∗ och 0 för e.)

Exempel: Symmetrigrupper, {n× n-matriser med determinant 6= 0},
(Z,+), (Zm,+), (Qr {0}, ·), Sn, (Zp r {0}, ·) (p primtal) , (U(Zm), ·), . . .
Som exempel visades grupptabellerna (”multiplikationstabellerna”) för G4
och G2, symmetrigrupperna för en liksidig triangel och för en kvadrat.

Elementen i G2 är symmetriavbildningar för kvadraten:
Rotationer: speglingar:
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(i är identitetsavbildningen. Figurerna visar hur motsvarande avbildning ”flyttar” kvadraten fr̊an

”standardläget”, det vid i ovan.)

Gruppen genereras av {x, r}, dvs varje element kan som ovan skrivas som
xirj med i ∈ {0, 1}, j ∈ {0, 1, 2, 3}. Gruppen beskrivs helt av relationerna

x2 = r4 = i, rx = xr3

Grupptabellen blir: i r r2 r3 x xr xr2 xr3
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Slut p̊a exemplet.

Om ab = ba för alla a, b ∈ G kallas G abelsk (eller kommutativ)

Sats: Om a, b är element i gruppen G har ekvationerna ax = b och ya = b
entydiga lösningar x = a−1b, y = ba−1 i G.
Grupptabellen är allts̊a en latinsk kvadrat.

En isomorfi mellan (G1, ∗) och (G2, ◦): en bijektion β : G1 � G2 s̊a att

β(g ∗ g ′) = β(g) ◦ β(g ′) för alla g, g ′ ∈ G1.

Vi skriver (G1, ∗)∼=(G2, ◦) (eller oftast bara G1
∼=G2) d̊a G1 och G2 är isomorfa.

Isomorfi är en ekvivalensrelation mellan grupper.



Ordningen

{
för en grupp G : |G|
för ett element g ∈ G : o(g)

o(g) =

{
om gn = 1, n̊agot n ∈ Z+ : minsta s̊adana n
annars : ∞

Sats : Om o(g) = m : gs = 1⇔ m | s

Om (G1, ∗1), (G2, ∗2) är grupper, är den direkta produkten av G1 och G2,
(G1 ×G2, ∗) med (g1, g2) ∗ (h1, h2) = (g1 ∗1 h1, g2 ∗2 h2) ocks̊a en grupp.

Enligt kinesiska restsatsen (”+ - delen”) gäller om sgd(mi,mj) = 1 d̊a i 6= j :

Cm1·...·mk
∼= Cm1 × . . .× Cmk

En grupp G är cyklisk om för n̊agot x ∈ G varje g ∈ G är xn för n̊agot n ∈ Z.
(Om n < 0 skall xn först̊as som (x−1)−n.)

x genererar G, G = 〈x〉,
o(x) = m : Cm = {1, x, x2, . . . , xm−1} ∼= (Zm,+)

o(x) =∞ : C∞ = {. . . , x−2, x−1, 1, x, x2, . . . } ∼= (Z,+)

(Om g = xi l̊ater man i = logx g ∈ Zm (∈ Z om o(x) = ∞). D̊a gäller logx(gh) = logx g + logx h.)


