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Mer om φ(n) och µ(n)

Möbius inversionsformel:

f(n) =
∑
d|n

g(d) ⇔ g(n) =
∑
d|n

µ(d)f(n
d
) =

∑
d|n

µ(n
d
)f(d)

speciellt: φ(n) =
∑

d|n µ(d)n
d

Faltningen f ∗ g av f och g:

(f ∗ g)(n) =
∑

d1d2=n

f(d1)g(d2) =
∑
d|n

f(d)g(n
d
)

För alla aritmetiska funktioner f, g, h gäller:

f ∗ g = g ∗ f
(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)
f, g multiplikativa ⇒ f ∗ g multiplikativ

Tidigare resultat kan uttryckas
1 ∗ φ = id
1 ∗ µ = δ
δ ∗ f = f

där
1(n) = 1 och
id(n) = n

δ(n) =

{
1, n = 1

0, n > 1

Möbius inversionsformel tar formen

f = 1 ∗ g ⇔ g = µ ∗ f

speciellt: φ = µ ∗ id

En permutation är en bijektion π : X → X.

Sn : {alla permutationer av Nn}, |Sn| = n!

Om π, σ, τ ∈ Sn:

πσ ∈ Sn
π(στ) = (πσ)τ
det finns id ∈ Sn s̊a att π id = id π = π, alla π
det finns π−1 ∈ Sn s̊a att ππ−1 = π−1π = id

Beteckningar:

Tv̊aradsnotation:

(
1 2 . . . i . . . k . . . j . . . n
l . . . . . . j . . . i . . . . . . . . . . . .

)
Enradsnotation:

[
l . . . . . . j . . . i . . . . . . . . . . . .

]
Cykelnotation: (1 l . . . )(i j . . . k) . . .

D̊a π(1) = l, . . . , π(i) = j, . . . , π(k) = i, . . .

Permutationen π ∈ Sn kan beskrivas med permutationsmatrisen Mπ, en

(n×n)-matris med element mij =

{
1 om i = π(j),

0 annars.

Det gäller att Mπσ = MπMσ, dvs multiplikation i Sn motsvaras precis av
matrismultiplikation.

Ordningen för en permutation π ∈ Sn (dvs det minsta k ≥ 1 s̊a att πk = id)
är minsta gemensamma multipeln av cykellängderna i π.



Permutationer α, β ∈ Sn kallas konjugerade om β = σασ−1 för n̊agot σ ∈ Sn.

Detta definierar en ekvivalensrelation p̊a Sn.

Sats: α och β är konjugerade omm de har samma cykelstruktur.

Om α har en cykel (x1 x2 . . . xk) har β = σασ−1 en cykel (σ(x1)σ(x2) . . . σ(xk))

Ekvivalensklasser av konjugerade permutationer motsvarar bijektivt parti-
tioner av n (inte detsamma som partitioner av mängder), [1α1 2α2 . . . kαk ], där n =
1 · α1 + 2 · α2 + · · ·+ k · αk

Antalet permutationer av typ [1α1 2α2 . . . kαk ]:

n!

1α1 2α2 . . . kαk α1! . . . αk!

En transposition är en permutation av typ [1n−2 2], dvs τ = (ab) ∈ Sn, a 6= b.

För alla π ∈ Sn : π = τr . . . τ2 τ1, n̊agot r och n̊agra transpositioner τ1, τ2, . . . τr.

Sats: Om π = τr . . . τ2 τ1 = τ ′r′ . . . τ
′
2 τ
′
1 har r och r′ samma paritet, dvs de är

b̊ada jämna eller b̊ada udda.
Det minsta möjliga r-värdet är n− c(π), där c(π) är antalet cykler i π.

Definition: π är en jämn(/udda) permutation omm r är jämnt(/udda).

Tecknet (signum) för π, sgn π = (−1)r =

{
+1 π jämn

−1 π udda

sgn(πσ) = sgn π sgnσ

sgn π−1 = sgnπ

sgn(σασ−1) = sgnα

Om π är av typ [1α1 2α2 . . . kαk ] är

sgn π = (−1)α2+α4+... = (−1)n−c(π),

där c(π) = α1 + α2 + · · ·+ αk, antalet cykler i π.

En cykel är en jämn permutation omm den har udda längd(!).

En jämn permutation är en med ett jämnt antal cykler av jämn längd.

I Sn (n ≥ 2) är hälften av permutationerna jämna, hälften udda.

Om A är en n× n -matris är

detA =
∑
π∈Sn

sgn π · aπ(1)1aπ(2)2 . . . aπ(n)n

och (därmed) sgnπ = detMπ.


