(Diskret matte F, ht17: L10, ti 14 nov 2017)

Kombinatorik

Additionsprincipen: Om A, B andliga, disjunkta (dvs AN B = &) géller
|AU B| = |A| + |B|.

Allménnare: [AyU---UAy,|=[A1|+--+|An] omANA =adai#j

Allman postfacksprincip:

Omn > ¢ +q+-..q, och n saker fordelas pa m lador innehaller nagon lada,
1, minst ¢; + 1 saker.

(Speciellt om n > mr, minst r 4+ 1 st i nagon lada.)

Lite ramseyteori

Ramseytalet r(s,t): Det minsta antalet element som kréavs for att det for
varje symmetrisk binar relation pa X ska finnas antingen s st element sadana
att varje par av dem star i relationen eller ¢ st sadana att inga par av dem gor
det. r(s,t) existerar for alla s,t € Z, och r(s,t) <r(s—1,t) +r(s,t — 1) for
alla s,t > 2, men de ar mycket svara att finna.

Utover att r(s,t) = r(t,s), r(1,t) =1, r(2,t) =t for alla s,t € Z, ar bara 9
olika varden kanda (det storsta ar r(3,9) = 36, s& svérigheten #r inte att de &r stora tal).

Forn € Z,, lat [A]" = {B | B C A, |B| = n}, mingden av delméngder av
storlek n till méngden A.

Ramseys sats (en oédndlig variant):
For alla n, k € Z, galler att
om f: [N]* = Ny sa finns en oéndlig Y C N med f |y}» konstant.

Eftersom satsen inte finns med i boken (eller den 6vriga kurslitteraturen), visar vi
den har kortfattat. Beviset gors med induktion Gver n.

Bas: For n = 1 siiger satsen att om f: N — Ny(={1,2,...,k}) ar f~1[{i}] oéndlig
fér nagot ¢ = 1,...,k, vilket &r sant (”o#ndliga postfacksprincipen”, N = Usen, £ [{i}])-
Steg: Antag att pastaendet #r sant for n och att f : [N]"*1 — N;.

Lat ag = 0, Ao = Z+ =N~ {ao}.

Givet a;, A; med A; oéndlig, a; < min A4;, definiera g : [4;]™ — Ny enligt

9(X) = f({a;} UX) for X € [A;]".

Enligt antagandet finns en oéndlig B;11 C A; med g |,
Lat a;41 vara minst i B;11, Aj+1 = Biy1 N {ai+1}.

Da galler att a;41 € A; \ A;41, att Ag D A1 D As D ..., att alla A; ar oéndliga och
for X € [{ao,a1,... }]" ™ dr f(X) = Cinfijasex)-

c. : N — Ny tar nagot virde, ¢* sig, oandligt manga ganger. Lat Y = {a; | ¢; = ¢*}.
Da ér f |yjn+1 konstant (= c*) och steget och ddrmed beviset dr klart. O

1]n= i, konstant.

Exempel: [ varje f6ljd {a;};eny av reella tal finns det en oéndlig delf6ljd
{ai, }ren (med io < i1 < i2 < ...) som &r en av konvex, linjir och konkav (dvs
for alla s,t,u € N, s < t < u ligger (t,a;,) Over, pa eller under den réta linjen
genom (s, a;,) och (u,a;,)). Foljer fran Ramseys sats med n = 3.



Produktmingden X xY = {(z,y) |z € X,y € Y}
Sats: Om S C X xY, XY andliga,

"S’l = Z:pEX Tz(S) = ZyEY Cy<S)

| X xY|=|X||Y| multiplikationsprincipen

dar radsumman r,(S) = [{y € Y | (z,y) € S}|
och kolumnsumman ¢,(S) = [{z € X | (x,y) € S}|

Om X, Y ar andliga méngder, | X| =m, |Y]| = n:
Sats: Antalet funktioner f: X — Y
= antalet element 1 Y =Y XY x --- XY (m st)
= antalet ord av langd miY
= antalet ordnade val med upprepning av m st ur Y
=nm = |Y|IX |
Sats: Antalet injektioner f: X — Y
= antalet ord av langd m i Y utan upprepning

= antalet ordnade val utan upprepning av m st ur Y
=nn—1)...n—m+1) =) = 2

 (n—m)!

Definition: Binomialtalet ("), (lises "n dver r”)
= antalet r-delméangder till Y
= antalet oordnade val av r st fran Y, utan upprepning

Rekursivt: Pascals triangel:
n\ (n-—1 N n—1 1
O<r<n 1 3 3 1
MY (™) 2 1 4 6 4 1
0 n 1 b 10 10 b 1

Sats:  (7) = (Z?T = (:!—r)!

Binomialsatsen: (a4 b)" =, (})a" "b*

Multinomialtal:

k
n n!
= ol "zl an -
ny,No, ..., Nk nynagt ... Nk =1

= antalet sitt fordela n st (olika) element i k (olika) lador, med n; st i lada i

= antalet funktioner f : N,, — N som antar vardet ¢ precis n; ganger

Multinomialsatsen:

n n
(x1+ a2+ ...+ a)" = Z ( nk)x{“x?a:k’“

>oni=n, n;>0 12



