
(Diskret matte F, ht17: L10, ti 14 nov 2017)

Kombinatorik

Additionsprincipen: Om A,B ändliga, disjunkta (dvs A∩B = ∅) gäller

|A ∪B| = |A|+ |B|.
Allmännare: |A1 ∪ · · · ∪ Am| = |A1|+ · · ·+ |Am| om Ai ∩ Aj = ∅ d̊a i 6= j

Allmän postfacksprincip:

Om n > q1 + q2 + . . . qm och n saker fördelas p̊a m l̊ador inneh̊aller n̊agon l̊ada,
i, minst qi + 1 saker.

(Speciellt om n > mr, minst r + 1 st i n̊agon l̊ada.)

Lite ramseyteori

Ramseytalet r(s, t): Det minsta antalet element som krävs för att det för
varje symmetrisk binär relation p̊a X ska finnas antingen s st element s̊adana
att varje par av dem st̊ar i relationen eller t st s̊adana att inga par av dem gör
det. r(s, t) existerar för alla s, t ∈ Z+ och r(s, t) ≤ r(s− 1, t) + r(s, t− 1) för
alla s, t ≥ 2, men de är mycket sv̊ara att finna.
Utöver att r(s, t) = r(t, s), r(1, t) = 1, r(2, t) = t för alla s, t ∈ Z+ är bara 9
olika värden kända (det största är r(3, 9) = 36, s̊a sv̊arigheten är inte att de är stora tal).

För n ∈ Z+, l̊at [A]n = {B | B ⊆ A, |B| = n}, mängden av delmängder av
storlek n till mängden A.

Ramseys sats (en oändlig variant):
För alla n, k ∈ Z+ gäller att
om f : [N]n → Nk s̊a finns en oändlig Y ⊆ N med f |[Y ]n konstant.

Eftersom satsen inte finns med i boken (eller den övriga kurslitteraturen), visar vi

den här kortfattat. Beviset görs med induktion över n.

Bas: För n = 1 säger satsen att om f : N→ Nk(= {1, 2, . . . , k}) är f−1[{i}] oändlig

för n̊agot i = 1, . . . , k, vilket är sant (”oändliga postfacksprincipen”, N = ∪i∈Nkf
−1[{i}]).

Steg: Antag att p̊ast̊aendet är sant för n och att f : [N]n+1 → Nk.

L̊at a0 = 0, A0 = Z+ = Nr {a0}.
Givet ai, Ai med Ai oändlig, ai < minAi, definiera g : [Ai]

n → Nk enligt

g(X) = f({ai} ∪X) för X ∈ [Ai]
n.

Enligt antagandet finns en oändlig Bi+1 ⊆ Ai med g |[Bi+1]n= ci, konstant.

L̊at ai+1 vara minst i Bi+1, Ai+1 = Bi+1 r {ai+1}.
D̊a gäller att ai+1 ∈ Ai rAi+1, att A0 ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ . . ., att alla Ai är oändliga och

för X ∈ [{a0, a1, . . .}]n+1 är f(X) = cmin{i|ai∈X}.

c· : N→ Nk tar n̊agot värde, c∗ säg, oändligt m̊anga g̊anger. L̊at Y = {ai | ci = c∗}.
D̊a är f |[Y ]n+1 konstant (= c∗) och steget och därmed beviset är klart. �

Exempel: I varje följd {ai}i∈N av reella tal finns det en oändlig delföljd
{aik}k∈N (med i0 < i1 < i2 < . . .) som är en av konvex, linjär och konkav (dvs
för alla s, t, u ∈ N, s < t < u ligger (t, ait) över, p̊a eller under den räta linjen
genom (s, ais) och (u, aiu)). Följer fr̊an Ramseys sats med n = 3.



Produktmängden X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }
Sats: Om S ⊆ X × Y, X, Y ändliga,

|S| =
∑

x∈X rx(S) =
∑

y∈Y cy(S)

|X × Y | = |X||Y | multiplikationsprincipen

där radsumman rx(S) = |{y ∈ Y | (x, y) ∈ S}|
och kolumnsumman cy(S) = |{x ∈ X | (x, y) ∈ S}|

Om X, Y är ändliga mängder, |X| = m, |Y | = n:

Sats: Antalet funktioner f : X → Y

= antalet element i Y m = Y × Y × · · · × Y (m st)

= antalet ord av längd m i Y

= antalet ordnade val med upprepning av m st ur Y

= nm = |Y ||X|

Sats: Antalet injektioner f : X → Y

= antalet ord av längd m i Y utan upprepning

= antalet ordnade val utan upprepning av m st ur Y

= n(n− 1) . . . (n−m + 1) = (n)m = n!
(n−m)!

Definition: Binomialtalet
(
n
r

)
, (läses ”n över r”)

= antalet r-delmängder till Y

= antalet oordnade val av r st fr̊an Y , utan upprepning

Rekursivt:
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n

r

)
=

(
n− 1

r − 1

)
+

(
n− 1
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0 < r < n(
n

0

)
=

(
n

n

)
= 1

Pascals triangel:

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
...Sats:

(
n
r

)
= (n)r

r!
= n!

r! (n−r)!

Binomialsatsen: (a + b)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
an−kbk

Multinomialtal:(
n

n1, n2, . . . , nk

)
=

n!

n1!n2! . . . nk!
ni ≥ 0,

k∑
i=1

ni = n

= antalet sätt fördela n st (olika) element i k (olika) l̊ador, med ni st i l̊ada i

= antalet funktioner f : Nn → Nk som antar värdet i precis ni g̊anger

Multinomialsatsen:

(x1 + x2 + . . . + xk)n =
∑

∑
ni=n, ni≥0

(
n

n1, n2, . . . , nk

)
xn1
1 xn2

2 . . . xnk
k


