(Diskret matte F, ht17: L7, to 9 nov 2017)

”Vanlig induktion” over N:
0e M,
neM=n+1¢ecM,forallaneN

Om M C N och sa M = N.

”Stark induktion” over N:
Om M CNoch {0,1,....n—1} C M =ne M for allan € N, sa M =N.
De tva "typerna” ar ekvivalenta.

Oftast anvénds endera for att visa att ett pastaende P(n) géller for allan € N
(eller alla n € Z med n > nagot no € Z), da med M = {n eN | P(n)}

Nedanstaende ar enligt materialet ”Om induktion och rekursion”.

Definition: Relationen R pa D &r valgrundad (eng. well-founded) omm
for alla A C D, A # &, finns o € A som ar R-minimalt i A
(dvs sadant att {Ra = & ¢ A).

En valordning (eng. well-order) dr detsamma som en valgrundad totalordning.

Definition: Mangden M C D kallas R-induktiv omm
forallaa € D: RaC M = a € M, (Ra={¢ €D|tRa})
dvs omm M:s komplement saknar R-minimalt element.

Sats: R ar valgrundad omm D ar D:s enda R-induktiva delmangd.

Sats (R-induktion): Om R ér vélgrundad och for alla o € D:
(Pp for alla 8 € Ra) = Pa sa ar Pa sann {or alla a € D.
Da man skall visa P« for godtyckliga o € D, kan man alltsa forutsatta P8 for alla 8 € Ra.

Lat g(a, hy) vara definierad for o € D och h, : Rav — Y (déir Y éir nagon méngd).
Definition: f: D — Y &r R-rekursiv (med g) omm for alla o € D

f(a) = g(a, flra)-

(flRa: Ra — Y ér restriktionen av f till R, definierad av att f|ra(§) = f(£), alla £ € Ra.)

Sats (R-rekursion): Om R é&r vélgrundad finns precis en R-rekursiv (med
g) funktion pa D.

Definition: En mangd K ar en konstruktormangd pa mangden X omm
varje k € IC ar en ng-stéllig funktion, £ : X x ... x X — X for nagot n; € N.
————
ng st
Definition: Om X ar en mangd och K en kontruktorméngd pa X,
definieras D C X rekursivt av IC omm
D ar den minsta (dvs ar innehallen i alla andra sadana) mangd som uppfyller

e for alla k € K och (ay,...,an,) € D™ giéller k(ay,...,an,) €D,
dvs D ar sluten under verkan av alla k € KC (k|p», tar bara viirden i D).

Sats: Varje konstruktorméngd K pa en mangd X

definierar rekursivt precis en méngd D C X.
Definition:
En partialordnad méngd (.5, <) kallas ett fullstandigt (eng. complete) lattice
omm varje 7' C S har ett supremum \/ 7" och ett infimum AT, dvs

o forallateT: NTxt=<x VT,
o forallase S: (sxtforalateT)=s<x AT,
e forallase S: (txsforallateT)=\VT<s.



Sats (Tarski-Knasters fixpunktssats):
[ ett fullstindigt lattice (5, <) med en ordningbevarande g : S — S (dvs
51< 52 = g(s1) < g(s2), alla 51,52 € §) har g en minsta fixpunkt (s € S med g(s) = s).

Sats (induktion pa en rekursivt definierad méngd):

Om konstruktormangden K pa X rekursivt definierar D C X och for alla
keKochay,...,an, € X: (Pay for ¢t =1,...,n%) = Pk(a,...,0n,),
sa ar Pa sann for alla o« € D.

Definition:
D definieras entydigt rekursivt av konstruktormangden K pa X omm
e D definieras rekursivt av K och
e det for varje a € D finns precis ett k € K och ett (ay,...,qp,) € D™
med a = k(aq, ..., qn,).

Sats (rekursion pa en entydigt rekursivt definierad méangd): Om D
ar entydigt rekursivt definierad av konstruktormangden K pa X och
g : DXY™ — Y for varje k € K, finns precis en f: D — Y med

fla) = gi(a, flan), ..., flam,)) for alla a = k(au, ..., anm,)).

Lite om satslogik

Lat £ vara en méangd enkla symboler, de atoméra satslogiska sentenserna
(tankta att representera enkla utsagor) (J_, 2, A\, V, —, H¢ L)

Definition:
Méngden av (satslogiska) sentenser 6ver L definieras rekursivt av
(1) Om p € L, &r p en sentens.
) L &r en sentens.
) Om p ar en sentens, &r —p en sentens.
) Om p, q ar sentenser, ar (p A q), (pV q), (p — q), (p <> q) sentenser.
) Varje sentens ar en andlig string av symboler som kan visas vara en
sentens genom att anvanda (1)—(4) ett &dndligt antal ganger.
1, AV, —, < kallas konnektiv.
1 kallas falsum (tolkas som ett alltid falskt pastaende), ett O-stalligt konnektiv.

Sanningsvarden: 1 for sant, 0 for falskt.
En tolkning av ett satslogiskt sprak &r en funktion v : £ — {0, 1}.

Betydelsen av de olika konnektiven beskrivs med tabeller:

| L p| —p p qlphg pVg p—q pég
\ 0 1/0 1 1] 1 1 1 1
falsum’ 01 10 0 1 0 0
‘inte’ 0 1] O 1 1 0
0 0| O 0 1 1
‘och’ ’eller’ ’medfor’ ’omm’
‘men’ "bara om’

p och ¢ star har for godtyckliga sentenser, sa sanningsvarden i en given
tolkning definieras rekursivt for alla sentenser.

Pa Knarron ar var och en av invanarna kung eller narr. Kungar talar alltid
sanning, narrar ljuger alltid.

Se i ”Om induktion och rekursion” om detta och om Yablos paradox.



