(Diskret matte F, ht17: L6, ti 7 nov 2017)

Lite om méangder (eng. sets)

Vi kan ténka pa mangder som ”pasar” med "saker” (eller pekare till saker)
i. ”Sakerna” (som ocksa kan vara méngder) kallas médngdens element.
Tva méangder ar lika precis om de innehaller samma element.

{m,V/2} ar méngden med elementen 7 och v/2.

{x | Pz} ar mingden av x med egenskapen P, ex. {n | n heltal, n? =5 2}.
Den tomma méngden @ = {x | z # z} = { }, "en tom pase”.

Obs att {@}, med ett element (&), inte &r samma méngd som &, utan element.
Universum U, den grundmangd vi sysslar med.

Standardbeteckningar for olika talmangder: Z,N,Z,Q,A,R,C,Z_ .

Viktiga relationer och operationer pa méangder:
a€A aidrettelementi A (a ¢ A: a érinte ett element i A)
B CA B arendelmingdtill A, dvs x € B=x € A, for alla x
B C A B éar en akta delméngd till A, dvs B C A och B # A
|A|  antalet element i A, A:s kardinalitet
AUB unionen av A och B, {z | minst en avx € A,z € B}
AN B snittet, d.k. skirningen, av A och B, {z | x € A och x € B}
AN B differensen mellan A och B, {z |z € A och = ¢ B}
A¢  komplementet till A, U A
P(A) A:s potensmingd (eng. power set), mingden av delméangder till A,
P(A)={B| B C A}
A x B produktmingden av A och B, {(a,b) | a € A,b € B},
dar (a,b) ar det ordnade paret av a och b.

Rakneregler, boolesk algebra for u,n, ¢, o, U:

ANB=BNA AUB=BUA kommutativitet
(ANB)NC=An(BNCQC) (AUB)UC =AU (BUCQ) associativitet
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) distributivitet
(AN B)¢ = AU B° (AUB)¢ = AN B° DeMorgan
ANA=A AUA=A idempotens
AN(AuB)=A AU(ANB)=A absorption
(A=A involution
AN B=AnNBKB* ~ uttryckt
ANAc=o AUA=U komplementaritet
AN =9 Auld=U
ANU=A Aug =A

Reglerna kan visas med Venn-diagram (viktiga, men svara att rita hir) eller genom
att resonera utgaende fran definitionerna.

Ovanstaende hor till det som brukar kallas mangdlara, studiet av definitioner
och egenskaper for méngder och operationer pa dem. Léangre fram kommer vi
att tala lite om mangdteori, som till stor del ar studiet av oandligheter.



Relationer

Att R &r en binar relation pa méingden X betyder att (for alla a,b € X)
aRb &r ett pastaende, som kan vara sant eller falskt.

Relationen R kan beskrivas med
e En delmingd till X? = X x X, {(a,b) € X? | aRb},
formellt: R C X x X, dvs R € P(X x X)
e En graf med punkter svarande mot elementen i X och
en pil fran a till b precis om aRb
e En matris med rader och kolonner svarande mot X':s element,
1 i position ab om aRb, 0 om aRDb (dvs inte aRb)

Viktiga egenskaper for binédra relationer:

R ar reflexiv omm xRz for alla z € X
R ar irreflexiv omm zRz for alla z € X
R ar symmetrisk omm TRy = yRuax for alla z,y € X

R ar antisymmetrisk omm 2Ry och yRx = z =y forallaz,y e X

R ar transitiv omm Ry och yRz = xRz for alla z,y,z € X

En ekvivalensrelation pa en mangd X ar en binar relation R som ar
reflexiv, symmetrisk och transitiv.

En ekvivalensrelation delar in X i disjunkta ekvivalensklasser av element
som star i relationen till varandra: C, = [z] = {y € X | yRz}.

Omvant finns for varje partition av en mangd X en ekvivalensrelation pa X
som har partitionens delar som ekvivalensklasser.

En icke-strikt partialordning ar en binar relation < pa en méangd X som ar
reflexiv, antisymmetrisk och transitiv.

Motsvarande strikta partialordning < ges av x <y < (z < y och = # y).
En binar relation pa en méangd X ar en strikt partialordning precis om den ar
irreflexiv och transitiv.

Om < ar en partialordning pa mangden X ocha € A C X ér a

ett minimalt element 1 A omm det inte finns £ € A med z < a
ett minsta element i A omm a < x for alla x € A,
motsvarande for maximala och storsta element.

Om z,y,z € X och z X x, z X y kallas 2z en undre begransning till z, y,
motsvarande for 6vre begriansning.

Om =< betecknar |, delbarhet, betyder undre begrinsning alltsa gemensam de-
lare. For godtyckliga < behover det inte for alla z, y finnas nagon stérsta undre
begransning (motsvarande sgd).

En partialordning < kallas en totalordning (en linjir ordning) omm for alla

x,y € X:
r=yellery<xua.

(eller, ekvivalent, exakt en av: z <y, x =y, y < z.)

For totalordningar ar minimalt element detsamma som minsta element.



En valordning av en mangd X (ex. < pa N) ar en totalordning <, sadan att
varje Y C X, Y 7é &, har ett minsta element (men inte sikert nagot storsta).

Om (A, <4) och (B, <p) ér vilordnade méngder, AN B = &, kan vi definiera
summan och produkten av dem enligt:
(A, <a) + (B, <p) ér den vilordnade méngden (AU B, <), med
{x € A och y € B eller
r<yomm < z,y€ Aochz<yuy eller

dvs "forst A, sedan B, 2y € Bochz <py,

(A,<a) - (B,<p) ar den vilordnade méngden (A x B, <), med

b1 <p by eller
(a1,b1) < (ag,by) omm {bl = by och a1 <4 as,

s.k. "omvénd lexikografisk ordning”.

Ordinaltal
Man kan definiera de naturliga talen som mangder (kallade ordinaltal (eng. ordi-

nals)) enligt n = {0,1,...,n — 1}, dvs
0=2.1={0} = {2}, 2= (0.1} = {2.{2}}.. .

for varje tal n fas dess efterfoljare (eng. successor) som n U {n}(=n+1).
Det ar naturligt att fortsatta till transfinita ordinaltal,
w=A{0,1,...}(=N),

w+1={0,1,...,w},

w+2={0,1,...,w,w+ 1},

w+w={0,1,...,ww+1l,...} =w-2,
w-2+1={0,1,...,w,w+1,...,w-2},

o = W (= w)
For «, £ ordinaltal (o, 5 € O) definieras a < § som o C 5. For de éndliga

ordinaltalen stammer det tydligen med den vanliga betydelsen. Varje ordinal-
tal &r mangden av alla mindre ordinaltal, sa o« C f < a € 5.

Vi skall langre fram ge en ordentlig definition av ordinaltal och da se att alla
ordinaltal ar vidlordnade mangder och att varje valordnad mangd ar ”samma”
ordnade mangd som precis ett ordinaltal.



