(Diskret matte F, ht17: F2, ti 31 okt 2017)

Den linjira diofantiska (dvs vi soker heltalslosningar x,y) ekvationen
mx +ny = c m, n, c heltal

ar losbar omm sgd(m,n) | c.

Om villkoret &r uppfyllt, inte m = n = 0, och d = sgd(m,n) = am + bn med

r=%ta+ %k

atTdv o pey,

a,b € 7 ges alla losningar till ekvationen av

Den "normala” metoden for att 16sa en sadan ekvation ar att gora som i beviset for satsen, dvs
bestdmma sgd(m,n) = d (med Euklides algoritm), dividera ekvationen med d, uttrycka 1 som en
linjarkombination av (den nya) ekvationens koeflicienter och multiplicera med dess hogerled for att
fa en heltalslosning. Eulers metod (inte behandlad i boken) tar med hogerledet fran bérjan och
leder i allménhet till mindre tal i den forsta losningen.

Sag t.ex. att vi sOker alla heltalslosningar till ekvationen 108z + 33y = 78.

Euklides algoritm: 108 = 33-349, 33=9-3+6, 9=6-1+3, 6 =3-240, sa d = sgd(108,33) = 3.
Division med d ger den ekvivalenta ekvationen 36z + 11y = 26, dar sgd(36,11) = 1.

”Normala” metoden:

Fran ovan: 36 =11-3+3, 11 =3-3+2,3=2-1+1, (2=1-2+ 0) och ”bakldnges” ger det
1=3-2=3-(11-3-3)=-11+4-3=-11+4(36 —3-11) =4-36 — 13 - 11.

Multiplikation med 26 ger att zo = 4 - 26 = 104, yo = (—13) - 26 = —338 16ser ekvationen.

Om z, y 16ser ekvationen blir 36(z — o) + 11(y —yo) = 26 —26 = 0, sa 36(x — z0) = —11(y —yo) och
11| (z — zo) (ty sgd(11,36) = 1), x = zo + 11k, k ett heltal. Det ger y — yo = —36k och insattning
visar att dessa x,y ocksa loser ekvationen for alla heltal k.

Eulers metod:

Los ut den obekanta med (till beloppet) lagst koefficient: y = 26 — 36z — 9 _ 35 4 432

x,y ar en heltalslésning omm = och z = 4;?”3 ar heltal, sa omrlri x, zlileltal med 3z —&—Hllz =4, dvs
T = % — % =1-3z+ 1_322, sa omm z,u = 1_32z heltal, dvs omm z, u &r heltal med 2z + 3u =1,
dvs z = —u+ PT“, sa omm u, k = I*T“ heltal, sa u = 1 — 2k, dar k &ar ett godtyckligt heltal.
Insittning ger z = —(1 — 2k) + =52 = 1 43k, o =1 - 3(—1 + 3k) + 22530 — 5 11k
och y =2 —3(5 — 11k) + =261 — 14 4 36k,

Bada metoderna ger samma l16sningar (med olika k, knormal = —kguler — 9).

Aritmetikens fundamentalsats:

Varje heltal > 1 kan pa ett entydigt (bortsett fran ordningen) sétt uttryckas
som en produkt av primtal. (1 & ”den tomma produkten”.)

Beviset for satsen bygger pa mojligheten till division med en rest som &ar ”"mindre” &n
divisorn. Det gor att motsvarande sats om entydig (nastan) faktorisering géller ocksa for
polynom och gaussiska heltal (faktoriseringarna kan har skilja sig at dels vad géller ordningen
och dels faktorer som &r konstanter respektive 1,4, —1, —i).
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sgd(m,n) = p; D och mgm(m,n) = p,

Sats (Euklides):
Det finns oéndligt manga primtal.
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(I sjélva verket &r serien 3° . o015

divergent, sa primtalen ligger ”ganska tatt”.)



Modular aritmetik
=y (modm), eller =,y
betyder m|(z — y) och ldses "z ar kongruent med y modulo m”.
Mangden av alla heltal, Z, delas in i m st klasser av kongruenta tal:
0], = {0, £m, +2m, ...},
1] ={1,+m+1,£2m +1,...},

m =1 = {-1,+m —1,£2m —1,...}.
Méngden av dessa ("heltalen modulo m”): Z,, = {[0]m, [1]m; .-, [m — 1]}
Sats: 11 =, T2, Y1 = Yo = 1+ Y1 =m T2+ Y2, T1Y1 = T2V,
Sa vi kan definiera + och - pa Z,,:
[@]m © [b]m = [a0b], for o=+4,-
Vi skriver oftast Z,, = {0,1,...,m — 1} och rdknar + och - ”som vanligt men

med rest mod m”.

Man finner = 6(x) (mod 9), déir §(z) &r x:s siffersumma (i bas 10),
speciellt 9 | z < 9| 0(x), vilket gor det latt att avgora om 9 | .

(Det foljer att ocksa x = 0(x) (mod 3) och 3|z < 3| 6(x).)

Obs att O(xoy) =g w0y =9 6(x) 0 (y) for 0o = +, -, sa
rx-y=2z=0(x):0(y) =9 0(z) ochzx+y=2= 0(x)+0(y) = 0(2).
(Detta kan anvéndas for att kontrollera berdkningar, ty 0(z) o 0(y) #o 6(z) = z oy # z.

Man kan ocksa anvénda siffersummans siffersumma etc, 0(0(...0(x)...)) i stéllet for 6(z).)
Definition: r € Z,, ar inverterbart omm det finns x € Z,, med rz = 1 i
Z,. Detta x kallas r~1, r:s invers.

re =1iZy, omm rz — km = 1 for ndgot k € Z, sa r~! kan bestammas med
Euklides algoritm.

Sats: r € Z,, ar inverterbart omm sgd(r,m) =1 (i Z).
U,,: mangden av inverterbara element i Z,,.
v,y €U, = zy,a=t €U,



