(Diskret matte F, ht17: L1, ma 30 okt 2017)

Nagot om heltalen, Z = {...,—1,0,1,2,...}
Sats (division med rest): Om a,b € Z, b # 0, finns entydiga ¢, € Z med
a=0bq+roch0<r<lb.
Talet ¢ kallas kvoten av a och b, r kallas (den principala) resten.

(r &r det minsta talet som ar > 0 och kan skrivas a — by, y € Z).

Man kan ocksé visa att motsvarande géller for polynom (med rationella, reella eller
komplexa koefficienter), dar resten r(z):s grad<divisorn b(z):s grad och for gaussiska
heltal (komplexa tal m + in (m,n € Z)), dar |r|* < |b|>.

Om talbaser, att skriva ett naturligt tal i bas ¢, dar t > 2:
Satsen ovan ger att vi for ett godtyckligt naturligt tal « far

x =qot + o
q0 =qt+r
E 0<r <t
Gn-1 = Qnt + 14, qn = 0 (géller for nagot n)
och darur

= (.. ((rat + 1)t +1rp2)t + -+ 1)t +11)t + 19
= Tpt™ + T " A A rat® + it 1,
dvs x uttryckt i bas ¢t r x = (rprp_1...7T2r170);-
Definition: Om d, m € Z betyder d delar m”, ”d ar en delare till m”, "m
dr en multipel av d” osv, med symboler d | m, att det finns ett ¢ € Z sa att
m = dq (dvs (om d # 0) att division av m med d ger rest 0).
Definition: Ett primtal ar ett heltal p > 1 som bara har delarna +1, +p.

Definition: Om m,n € Z &r en storsta gemensam delare, sgd (eng. ged),
till m och n ett d € Z sadant att

1) d | m, d | n gemensam delare
i) c|lmye|ln=cld rstorst”
111) d >0 ger (visar det sig) entydighet

(Boken har ¢ | m,c | n = c <distallet for ii), iii). Det ger samma resultat, utom da m =n =0.)

Sats: For alla m,n € Z (enligt boken: utom m = n = 0) finns en entydig storsta
gemensam delare d = sgd(m,n) och d = am + bn for nagra a,b € Z.

m och n har samma gemensamma delare som n och m — ng, q € 7Z, sa
sgd(m,n) = sgd(n,m — ng). Genom att anvénda det upprepat kom-
mer man till sgd(m,n) = sgd(d,0) = d, sa d, a, b fas med Euklides algoritm
(Eftersom sgd(m,n) = sgd(n,m) = sgd(|m/|, |n|) och sgd(0,0) = 0 kan vi anta att m >n > 0.)

m=mngy +17 0<ri<n
n =riqs + 12 0<ra<m .
vilket ger sgd(m,n) = rg_1

1 = Tr2q3 + T3 0<r3<nr
. (rx = 0 for nagot k € Z4, ty alla r; € N och

’ ry>re > ... >0).
Tp—3 = Tp—2Gr—1+7Tp—1 0 <711 < T2

Tk—2 = Tg—1qx + 0

Nast sista ekvationen ger d = r,_; uttryckt i r,_o och ry_3, r._o uttrycks med
ekvationen fore i r;_3 och r,_4 etc, slutligen d = am + bn for nagra a,b € Z.

Foljdsats: Om d,m,n € Z, d | mn och sgd(d,m) =1sa d | n.
(Om sgd(d, m) = 1 ségs d och m vara relativt prima.)



Definition: ("dual” tillsgd) Om m,n € Z, ar en minsta gemensam multipel,
mgm (eng. lem), till m och n ett g € Z sadant att
hmlgnlg d)m|hn|h=g|h ii)g>0

Sats: For alla m,n € Z finns mgm(m, n) entydigt och

mgm(m, n) - sgd(m,n) = |m - n|.

Om kedjebrak
Réakningarna i Euklides algoritm ger kedjebrak for rationella tal:
1323 = 924 - 1 + 399, 1323 _ 1 4 3%

924 9247
B 924 126
B 924 =399 - 2 + 126, ger ggg =2+ 55 399"
399 = 126 - 3 + 21, 126 = 0 136
126 =216+ 0 S =6+0,
1
dvs B2 =1+ ———— betecknat 222 = [1;2,3, 6] = [ag; a1, az, as]
2+
3+ ¢
med konvergenter:
bo — [17] = ]_7

q0

B9 =1+4=4

q1

Pk, k1 f;—: valjs med
sgd(qr,pe) = 1, qp € Zy, p € Z

P2 _ (1.2 3 _ 10 och man later
g2 ) 4y - 2+%_7v sz(qk,pk)fb'rkEN,
= [1;2,3,6] = (= 551)- vz = (1,0), vr = (0,1).

Sats: vy = a, viy_1 + Vi_o fOr k € N,
SEOLl:qOSQ1<QQ<...

vy for [1;2,3,6] fassom k¥ -2 -1 0 1 2 3
ak 1 2 3 6
e 0 1 13 10 63

g 1 0 1 2 7 44.

Alla rationella tal har (enligt Euklides algoritm) andliga kedjebrak, medan irra-
tionella tal har odndliga kedjebrak, vars viarden definieras av:

lag; ay, ag, . ..| = limy,_,oo[ag; a1, as, . . ., an),
dar gransvardet alltid existerar om alla a; € Z,, allat € Z.

Det giller alltid att 20 < 22 < BB OB R

och att % — fl’—: = m for alla k € Z+ med qx, pr definierade.

Sats: For a:s kedJebrék galler (om qk+1 ar definierat, dvs a # Z—:):
oo 2 <
- Qka+1

med likhet omm ak+1 ar den sista termen i kedjebraket (dvs a = ).

For alla k € Z, ar E& en basta (rationell) approximation till «,

dvs |a — ?| <o — Z:| = (Z, = Bt eller [q| > gi) (om 2= ér definierad).



