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svar och ledningar

1. En méjlighet ar f(x) = xq4a, a-komponenten for x i en hamelbas.

(Lat H vara en bas for vektorrummet R med skaldrer Q (en hamelbas) och a € H.
Det betyder att det fér varje € R finns entydiga {xp}nen, alla 2, € Q och bara
andligt manga xp # 0, sadana att x = ZheH xph. (Se bladen om urvalsaxiomet.)

f ar da Q-linjar: om A\, u € Q, z,y € R och z = Az + py ar z, = Axp + pyp (alla
heH),sa f(2) = 200 = (Moo + pya)a = Mf(x) + pf (y),

men inte R-linjér, eftersom f[R] = a - Q (varken {0} eller R).

Varje f: R — R som #r Q-linjir men inte R-linjir har en graf som &r tit i R? och
ar darmed inte kontinuerlig for nagot x € R (for alla 2 € R, § € Ry finns dd y € R med
|z —y| <6, | f(z) — f(y)| godtyckligt stor):

Det finns (f inte R-linjéir) 7,y € R med {(x, f(z)), (y, f(y))} en bas for R? (sver R), s&
{Az 4+ py, f(Az + py)) | A p € QF = {A(w, f(@)) + 1y, f(y)) [ A € Q} (f Qlinjiir)
Ar tit i R2.)

2. Samma f som i uppgift 1 fungerar.

Ombe H,b#aar f(b)=0,sa f(z+Ab) = f(x) + A\f(b) = f(z) for alla X € Q.
Dessutom ar g(z) = z— f(z) Aa-periodisk for alla A € Q, ty f(a) = a ger g(z+Xa) =
=z+Aa— f(x+Aa) = g(x), sa idr &r summan av tva periodiska funktioner.)

3. (p och I' har samma modeller, sa I'U{—p} saknar modeller. Enligt kompakthets-
satsen finns en dndlig IV C T" sadan att T U {—p} saknar modeller, dvs I E p, varje
modell for IV 4r en modell for p. Enligt forutsattning ar varje modell for p en modell
for T, speciellt for delméangden I". p och I har alltsa precis samma modeller.

Om IV ={q1,q2,...,qn} giller alltsa p = q1 Aga A ... A gy (att en struktur &r en modell

for IV betyder ju att den satisfierar alla sentenser i I'” och dirmed konjunktionen av dem).)

4. (Varje modell for p satisfierar minst en sentens i I'. Lat (=)' = {—¢ | ¢ € T'}.
Da géller att {p} U (=)' saknar modeller. Enligt kompakthetssatsen finns alltsa en
andlig IV C T’ sadan att {p} U (=) saknar modeller. Det innebér att varje modell
for {p} satisfierar minst en sentens i I, som onskat. Med I'' = {q1, g2, - . . , ¢ } géller
alltsa Fp = (V@2 V... Van).)

5. (T och A saknar gemensamma modeller, sa ¥ = I" U A saknar modeller. Enligt
kompakthetssatsen finns en andlig ¥’ C ¥ som saknar modeller. Med IV = X' NT
och A’ =Y NA, ar IV C T och A’ C A éndliga och IV U A’ = ¥/, sa IV och A’
saknar gemensamma modeller. Varje modell for I' 4r en modell fér dess delméangd
I och varje modell for A &r en modell for A’. A andra sidan &r varje modell for
I en modell for I', ty om en struktur inte ar en modell for I' &r den en modell for
A (enligt forutsittning) och darmed for A’, saledes inte for IV. T har alltsa samma
modeller som I' och pa samma sétt ses att A’ har samma modeller som A.)



6. (Lat ¢ (= 2%) vara kardinaliteten fér R och ddrmed f6r méngden av linjer i planet
(eftersom |R| = |R3|, |linjerna| > |R| och parametriseringen ax + by = ¢ visar |linjerna| < |R3|).
Tag en vélordning (urvalsaxiomet!) {lq}a<. av alla linjer i planet.

Idén dr att definiera en vixande f6ljd méngder A, C R?, a < ¢, sa att for alla a < ¢
1. [AgNlg] =2 for alla f < a, 2. |A, N Y| <2 for alla linjer £ och 3. |Ay| < c.

Da har A = .. Ao den énskade egenskapen.

{Au}a<c kan definieras rekursivt enligt

‘AOZ@a

(A, om |Ay Nty| =2,
Ag U{pa} om [Ay N¥y| =1, dér p, € £y N Ay och
ingen linje ¢ genom p, har |A, N{| =2,
o Aga) =

AgU{pa,pl,} om Ay Niy =2,
dar pa, pl, € lo ~ Aa, pa # pl, och ingen

linje ¢ genom p, eller p/, har |[A, N/ =2,

o Ao =Usoo Ap om « dr ett gransordinaltal, dvs a = Ua.
Egenskaperna 1.-3. ovan bevaras tydligen i alla tre fallen (3. i det tredje fallet
eftersom A, da &r en union av < ¢ st Ag med |Ag| < ¢ (ddremot har A = (J,_  Aa
kardinalitet ¢, eftersom den innehaller tva punkter var i de disjunkta linjerna x = zo, zo € R)).
Med induktion 6ver « fas att 1.—-3. géller for alla o < c.
Hur vet man da att p,, p), vid den andra punkten ovan finns (det #r tydligen det centrala
i konstruktionen)? Jo, eftersom |A,| < ¢ gar < ¢- ¢ = ¢ linjer genom tva punkter i A,,
sa £, skir sadana i < ¢ punkter. p, och (ev.) pl, viljs bland 6vriga punkter pa £,.)

7. (Som i uppgift 6, tag en villordning {a, }a<c av R? . {(0,0)} och konstruera en
vixande foljd A, C R?, o < ¢, sé att for alla o < ¢:

1. [AgN(Ag+ag)|=1daf<a,2 |[AgN(Aa+ag)| <1daf <coch3. |[4,] <c.
Da har A = J,.. Ao den 6nskade egenskapen.

A, definieras rekursivt, liknande i 6.

[ andra punkten sétts Agy) till A (om [AaN(Aa+aa)| = 1) eller (om [AaN(Aa+aq)| = 0)
Aq U{pa; o}, dir pa, ga € R?2 N Ay, go = Pa + aq och alla vektorer mellan par av
punkter i A, U{pa, ¢} &r olika (att det 4r mojligt maste forstas visas).)

8. (Vilordna som ovan R? med {p4}a<c och [0, 7 (linjernas riktningar) med {vg o<
och konstruera en viaxande f6ljd L, av mangder av linjer i planet, sa att for o < ¢:
1. L, har precis tva linjer genom pg och precis en linje i riktning vg, alla 3 < a,

2. L, har hogst tva linjer genom pg och hégst en linje i riktning vg, alla 8 < ¢,

3. |Lal| <c.

Da har L = {J, ..
L, definieras rekursivt som ovan. For Lg(,): linjerna i L, har < ¢ skdrningspunkter,

L., de 6nskade egenskaperna (och |L| = ¢, ty linjer i alla riktningar v, ).

s& vélj (vid behov) ny(a) linje(r) genom p, som undviker dem och (vid behov) en linje
i riktning v, som undviker alla skdrningspunkter mellan linjer i L, U (ev.) ny(a).)

9. (Nedan betyder ”cirkel” alltid ”plan cirkel med radie 1.

LAt {pa }a<c vara en villordning av alla punkter i R3 och konstruera en viixande foljd
C, av mangder av cirklar, sadana att for a < ¢:

1. Alla cirklar i C, &r disjunkta och pg € UC,, for alla < a och 2. |Cy| < ¢.

Da dr C' = |J, .. Ca en méngd cirklar av den sokta typen (med |C| = ¢).

Rekursion som i uppgifterna ovan, men for Cg,) galler det att (om pa ¢ UC.) visa
att det finns en cirkel genom p, som &r disjunkt med alla cirklar i Cl,.

Tag ett plan genom p, som inte ar parallellt med nagon av de < ¢ cirklarna i Cl,.
Det har < ¢ skdrningspunkter med UC,, (varje Cu-cirkel skir det i hogst tva punkter), sa
det finns en cirkel genom p,, i planet som inte innehaller nagon av punkterna i UC,,.)



