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1. 1, 2 eller v + 2. (Lat grafen vara k-reguljar och antalet ytor vara r.

Da &r k jamnt (eulersk graf), k < 4 (plan graf, s& nagot hérn har valens < 5).

k = 0: r = 1 (grafens alla horn &r isolerade, bara en yta).

k =2 : en cykelgraf (eulersk (och inga hérn med valens 0), s& sammanhingande), sa r = 2.
k=4 |[E|=e=3>,.,0(z) =20, sa enligt Euler 2 = v —e+r = —v+r och
r=v+2.)

2. (G har ett jamnt antal udda hérn ("handslagslemmat”). Lat G’ vara G med ett
nytt horn som &r granne med alla G:s udda horn. G’:s alla horn dr jimna, sa enligt
Euler har varje komponent i G’ en eulerkrets. Varje val av en riktning for var och
en av dessa kretsar ger en riktning av G med den sokta egenskapen (varje hérn vi G’
har 6~ (v) = 6 (v) och till vart och ett av G:s horn har hégst en kant lagts).)

3. (Lat en plan version av grafen ha r ytor. Da géller (G &r sammanhingande och inte
ett trid, sa kanterna kring varje yta innehaller alla kanter i minst en cykel och ar alltsd minst & st)
v—e+r=2och kr <2e, sz‘i2§v—e+%e:v—%e, som ger e < %(0—2).
Petersens graf har v = 10, e = 15 och k£ = 5. (Den blir inte planir ens om man tar
bort en kant, eller om man tar bort ett horn och dess kanter.)

Om man tar bort horn a och dess kanter och suddar ut b, e, f (och gor deras tva
kanter till en) dr den uppkomna grafen bipartit, med hérnméngder X = {c,1,j} och
Y ={d,g,h}. Alla hérni X &r grannar med alla i Y, sa grafen &r isomorf med K3 3.
Kuratowskis sats ger att Petersens graf inte ar planar.

Om man kontraherar kanterna af, bg, ch, di, ej fas en graf som &ar isomorf med K.
Wagners sats ger att Petersens graf inte ar planér.

Eftersom suddandet av ett hérn kan uppfattas som en kontraktion av en kant, kan
samma konstruktion som ovan ocksa anvéndas for att visa att Wagners sats ger att
Petersens graf inte dr plandr. Déaremot kan man inte f& K5 for Kuratowskis sats
(eftersom operationerna dar inte kan 6ka valensen for ett horn).)

4. Om k = 2 finns det 2° fullstandiga matchningar (c antalet komponenter).
(G kan k-kantfargas. Varje farg ger en fullstindig matchning. For k& = 2 ar varje
komponent en cykel och kan matchas fullstandigt pa precis tva satt.)

5. (Det giller att visa att det finns en fullstindig matchning i den bipartita
grafen med tentander och uppgifter som horn och kanter precis da tentanden klarat
uppgiften. Tag en delméngd A till tentanderna. Om A # & ar |J(A)| > 4 (varje
tentand klarade minst 4 uppgifter) och om |A| > 4 &r |J(A)| = 10 (varje uppgift
klarades av minst 6 tentander, sa nagon i A). Halls sats ger resultatet (ty |A] < 10).)

6. En fullstindig matchning ar M” = {a5, b1, c2,d3, e4}.

(Starta fran de omatchade b och e och s6k utokande alternerande stigar (omvixlande
matchade och omatchade kanter, forsta och sista hérn omatchade). Man finner -1 :d-3, b-4 :
c-2oche-4:c-2,e-5:a-1:d-3. Byte matchad-omatchad i den forsta ger den
nya, storre, matchningen M’ = {a5, b1, ¢4, d3}.

Det finns tva utokande alternerande stigar for M’, e-4 :c-2oche-5:a-1:b-4:¢-2.
Den forsta ger den fullstindiga matchningen M” = {a5,bl,c2,d3,e4}. Den andra
ger {al, b4, c2,d3,e5}.)



7. (Lat A = {A1,Ag,..., An}, B ={By,Bs,...,B,} och betrakta den bipartita
G= (AUB, E), med {Az,BJ} € F omm A; ﬁBj #+ 0.

En gemensam transversal motsvarar da precis en fullstindig matchning i G (eftersom
A;ma dr disjunkta, blir alla valda representanter olika). Fnligt Halls sats finns en fullstandig
matchning omm, for alla k =1,2,...,n — 1, alla k av A;:na méter atminstone k av
Bj:ma, dvs inte alla innehalls i unionen av k — 1 av Bj:na.)

8a,b,d. Det gar sikert, c. Det ar for vissa fordelningar omajligt.

(a,b. Enligt uppgift 7, lat A;, ¢ = 1,...,13 vara hégarna och Bj, j = 1,...,13
valorerna. Det finns antingen precis 4k (a.) eller minst 4k —3 (b.) kort i varje union
av k st av A;ma och 4k — 4 i varje union av k — 1 st av Bj:na, sa det finns (enligt 7.)
en gemensam transversal, dvs 13 kort med ett fran varje hog och ett av varje valor.
c. Det finns inte tva kort av olika valor i de tva forsta hogarna om de alla ar ess.
d. Om man tar bort 6vriga kort av samma valér som det dragna kortet far man i k
st av de andra hogarna som i b. minst 4k — 3 kort etc.)

9. a: Nej, b: Ja.
(a. m; =1 for i = 1,2,... ar enda mojliga, men ett motsvarande mg finns inte.
0€ H eller |H| =
b [Uien Mi| = oo, om 0 Heeller |H] = oo sa [ ;e Mi| > |H| for alla H C N.

i, omO0¢ H,i=maxH,
(I sjélva verket racker Halls villkor for &ndliga H for att det skall finnas en transversal om antingen
I eller alla M; &r dndlig(a).
Om |I| < oo kan man forst finna representanter f6r de dndliga M;:na (enligt den #ndliga Halls sats)
och sedan for varje odndlig M; ta en ledig representant.
Om |M;| < oo for alla ¢ € I (men kanske |I| = co) visar vi med kompakthetssatsen
att |\ J;cpy Mi| > |H| for alla &ndliga H C I medfor att en transversal finns:
Infor (odndligt manga) konstanter: ¢; for ¢ € I och d, for r € Uiel M;.
Lat I" besta av alla sentenserna:

¢ #cjforigel, i #j,
G =dr, Ve =dn V-V = drlM” fori eI, My ={ri,r2,...,7m,}-

Om I" C T dr dndlig ingdr bara ett éndligt antal av ¢;:na i I'':s sentenser och den dndliga Halls sats
ger en modell fér I (ingdende ¢; tolkas som motsvarande m; i en dndlig transversal).
Kompakthetssatsen ger en tolkning for hela I', vilken ger en transversal for det odandliga I (m; &r
ett » € M; sadant att ¢; = d, i tolkningen). Vi ar klara och det rickte att Halls villkor dr uppfyllt
for alla dndliga H C I.
(Att |M;] < oo behdvs for att ¢; = dry V ¢i = dry V- -+ Vi = dr,, | skall vara en sentens.)
I exemplet ar bade I och My oandliga och Halls villkor racker inte.))
10. u, = 3"+ (=1)"-9". (Med U(z) = > ;% junz"™, den genererande funktionen
for {un}S,, fas U(z) — uiw — up + 8x(U(z) — up) — 922U (x) = 242% ch U(x) =

1-3z
(1_32;5(61:1:_9%) = 1_1390 + 1+19x etc. (andra begynnelsevillkor ger en konstantterm ocksa).)

11. h, = % (271"__12) (catalantalen). (Summera antalen indelningar med olika trianglar

vid en given av R:s sidor. Det ger h,, = hihp,—1 + hohp—o + ... + hp_1h1 (for n > 2),
s H(z)? — H(z) +2 =0, H(0) = 0 och H(z) = (1 — v/1— 4x) etc.)
12. Det finns 4 sadana partitioner ([313], [511][337] [32 52]).

(Kan fas "med inspektion” eller som i exemplet s. 380-1 i Biggs.)

13. (Lé&gg till 3 extra punkter i Ferrersdiagrammet (i kol. 1, 2), sa att den konjugerade
partitionen verkligen far precis tva, olika delar (eller se att bada antalen &r [ 2| + 1).)

14. (En generalisering av (Eulers sats,) exemplet pa s. 383 i Biggs,
A4+z4+...+2)Q4+22+.. . +2%)... =

=(1-2) (1 -2t (LT (1= 2T )



15. (Alla ultrafilter pa en dndlig méngd &r principala (|P(I)| < oo, sa NU € U och
|NU|=1,tyenav {t}och I\ {t}el),sald ={AcP(I) | € A} for ett 1o € 1.
Enligt Los: TLe2A, /U E o((ab)y,...) e {tel | A Felal,..) eU &
swefiel|AFplal,..)} e A, Fola,...).

o(z,y) : © =y ger bijektionen h: Iy A, = A,,, vilken enligt ovan &r en isomorfi.)

16. (Beviset att ett ultrafilter bestammer sker i tre steg:
1. Vredens lagen kan méarkas med A:s elements namn:
Om lampa a € A lyser, mérk alla vreds ldgen ”a”. Vrid sa alla vred till nya lagen,
som marks med ”b” om lampa b tandes (b # a, ty alla vred dndrades). Upprepa med
nya lagen for alla vred etc. Varje vreds ldgen marks sa med alla A:s elements namn.
Tillstanden (alla vreds ligen) ges bijektivt (givet en sidan mirkning) av alla f: X — A
och vi betecknar lampan som ténds av f med £(f) (¢: AX — A).
2. Det finns U C P(X) sddan att f~1[a] € U < £(f) = a:
o f1 [a] = @ = ¢(f) # a (om alla byter till lige a blir utslaget a),
e om /(f) =aoch f~lla] =Y, ér £(g) = a for alla g med g~ '[a] = Y, ty
om b # a, fb_l[b] =Y, fb_l[a] =X \Y, ar (fp) = b (aeller b, men alla éndrade
fran f), for alla b # a, sa g_l[a] =Y ger {(g) = a (alla #ndrade fran fy, b # a),
e om {(f) =aoch f~la] =Y, &r (forallabe A) £(g) =bom g~ 1[b] =Y, ty
det ar sant for fj, ovan och darmed for alla sadana ¢ (enligt forra punkten),
e U={Y CX|fla=Y for nagot f med £(f) = a}.
3. U ar ett ultrafilter:
e O ¢ U enligt forsta punkten i 2., X € U enligt mérkningen av vreden,
eYcUsY¢U, tyom f~Hal =Y, f7b] = X \Y, ar £(f) = a eller b,
e V1,5 €U = Y1 NY5 € U (bara hir behdvs att | X| > 3), ty for olika a,b,c € A,
0 =Y, fital = X, fy e = Ya, fytla] = X N Yo (sa 6(f2) = b,
Uf) =c), sa ger fla] = Y1 NYs, f7Yc] = Y1 N Yo, f71B] = X \ Y] att
0(f) = a (alla &ndrade fran f1, f2), sa Y1 NYs € U,
e (ZcelUochZCYCX)=Yecl,tyY el skullege g =2ZNY EU.
Speciellt, om X &ar dndlig maste det finnas ett vred (”diktatorsvredet”) som ensamt
avgor vilken lampa som lyser (eftersom alla ultrafilter da #r principala).)

17a. Viskall visa A — (BV C) F =B — (=C — —A) med naturlig deduktion.
Vi antar =B och vill visa ~C' — —A, for det antar vi =C och vill visa —A, for det
antar vi A och vill visa L. Notera VE-regeln.

1 (1) A—(BVvCQO) premiss
2 (2) -B antagande
3 3) —C antagande
4 (4) A antagande
14 (5 BVC 1,4 —E
6 (6) B antagande
26 (7) L 2,6 -E
8 (8 C antagande
38 (9) L 3,8 -E
1,234 (10) L 5,6,7,8,9 VE
1,23 (11) -A 4,10 -
1,2 (12) -C — —-A 3,11 —I
1 (13) =B — (-C —-A) 2,12 —I

17b. Vivill visa F =L och antar 1, som vi just behdver for att visa —L.

1 (1) L antagande
(2) -L 11 -1



17c. Vivill visa A,—~A F B. Premisserna ger L, som anvénds for att visa -—B (da
vi antagit = B). DN-regeln behévs. Exemplet visar hur vad som helst kan hérledas
fran icke-konsistenta premisser (”ex contradictione quodlibet” eller ”ex falso quodlibet”).

1 (1) A premiss

2 (2) -A  premiss
12 (3) L 21 -E
4 (4) —-B antagande
1,2 (5) ~—B 43 -I
12 6) B 5 DN

17d. Vi vill visa Va VyVz (Rry — —Ryz) b Jy Vo - Rxy.

Idé: Om Rab for nagra a,b fas —Rca for alla ¢ fran premissen. Annars —Rab for
alla a,b. 1 bada fallen fas slutsatsen. Som ofta nar det handlar om tva fall passar
det med ett indirekt bevis, dvs vi antar motsatsen till den 6nskade slutsatsen (och
anvander DN-regeln pa slutet).

1 (1) VaVyVz(Rry — —Ryz) premiss
2 (2) —JyVz-Rzxy antagande
3 (3) Rab antagande
4 (4) Rca antagande
1 (5) VyVz(Rcy — —Ryz) 1 VE
1 (6) Vz(Rca— —Raz) 5 VE
1 (7)) Rca— —Rab 6 VE
14 (8) -Rab 74 —E
134 (9) L 83 —E
1,3 (10) —Rca 49 -1
1,3 (11) Vz—-Rza 10 VI (cintei (1), (3))
1,3 (12) 3FyVz-Rzxy 11 J1
1,23 (13) L 2,12 —E
1,2 (14) —Rab 3,13 I
1,2 (15) Vx-Rxb 14 VI (aintei (1), (2))
1,2 (16) 3FyVz-Rzxy 15 4
12 (17) L 2,16 —F
1 (18) —-—JyVz—-Rxy 2,17 -1
1 (19) 3FyVz-Rzxy 18 DN



