Matematik, KTH SF1679 Diskret matematik
B.Ek ht 2017

(")Vﬂing 5, ma 4 december 2017
svar och ledningar

1. Enklaste séttet for dem att komma &ver ar (se grafen nedan):

(2,2) = (0,2) « (1,2) — (1,1) «+ (2,1) = (0,1) < (1,1) — (1,0) < (2,0) — (0,0)
(dar (b,v) ar tillstindet med b barn och v vuxna pa den forsta stranden och — betyder att baten
gar fran strand 1 till 2 och < fran 2 till 1. Losningen &r alltsa: 2 barn 6ver, 1 barn tillbaks, 1 vuxen
over, 1 barn tillbaks, 2 barn 6ver, 1 barn tillbaks, 1 vuxen 6ver, 1 barn tillbaks, 2 barn 6ver).
(Pilarna visar méjliga 6vergangar mellan fordelningar

av personer pa strinderna, da baten gar fran strand 1 (%% \:/T
[ J
f

[ )
till 2. Andra hallet innebér att ga mot pilarna. *
De vill ta sig fran horn (2,2) (alla pa strand 1) till hérn
(0,0) (alla 6ver floden) genom att ga omvéxlande med ?
och mot pilar. *
Om man undviker upprepning &r l6sningen entydig.
Se t.ex. i Wikipedia pa "Propositiones ad Acuendos (0,000
Juvenes” om problemets historia (fran ca ar 800).) (

2. Nej. (Bara den hogra ar bipartit.)
3. (Postfacksprincipen. Om nagot horn har valens 0 &r alla valenser < n — 2 etc.)

4. i) nej, ii) ja, iii) nej. (1. Y, 6(v) = 2|E|, ii. C7 med tre extra diagonaler,
iii. hogst hur manga kanter till hornen 2, 2, 3, minst hur manga till 5, 5, 5, 67)

5. (Om z,y tillhor olika G-komponenter ér z,y en G-stig och om = # y ligger i
samma komponent, men z i en annan, ar x, z,y en é—stig.)

6. (Godtyckliga =,y € V tillhér samma komponent, ty om = # y ar de antingen
grannar eller har en gemensam granne (postfacksprincipen).)

7. (D pey d(v) =2-28 =56 och alla §(v) > 3 ger |V| < 18. T.ex. kubgrafen med
medelpunkterna pa tva disjunkta kanter férenade till ett nytt horn har 9 hérn och
14 kanter. Dubbla den.)

8. Tva. (Komplementgrafen ar 2-reguljar.)

9. (Induktion &éver |V|. Lat vy vara ett horn med minimal valens,
Vo={veV |v=uyeller {v,v9} € E} och V! =V 1} etc.)

10. Nej. (Den ar bipartit med ett udda antal hérn.)

11a. (Om rutorna ér omvéaxlande svarta och vita (som pa ett vanligt schackbriide), blir
varannan besokt ruta vit och varannan svart. Eftersom springaren skall aterkomma
till startrutan maste det finnas lika manga svarta som vita rutor (om den gor minst
ett drag), dvs totalt ett jamnt antal.

b. Antag att det funnes en sadan sluten vdg (dvs en hamiltoncykel). Férga nu
rutorna i rad 1 och 4 réda och de i rad 2 och 3 bla. D4 kan springaren aldrig ga fran
rod till rod och eftersom bradet har lika manga av varje farg, maste varannan ruta
den besoker vara bla och varannan réd. Men detsamma géller for de svarta och vita
rutorna i den vanliga fargningen (som i a.). Det betyder att alla roda rutor vore
vita eller alla svarta. Motségelse.)



12. 14. (Varje komponent i en acyklisk graf ar ett trad.)

13. (Betrakta en fargning med minimalt antal ”kollisioner” (enfirgade kanter). Att
andra farg pa ett horn kan inte minska antalet kollisioner.)

14. T.ex. 1,3,6,8,2,4,5,7; 1,7,5,6,2,4,3,8 och 1,7,5,6,3,4,2,8. '
(For att fa minsta mojliga antal farger efter att ha fargat nagra .
horn, ordna resten efter fargerna i en minimal fargning.
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15. (Om en minimal fargning av G har n; hérn med farg i = 1,2,...,x(G) ar

X(G) >n; fori=1,2,... ,X(G) (hérn med samma firg i en G-firgning ar grannar i G).
Det ger x(G)x(G) > n1+n2+ ... +nyq = |V].)

16. (Induktion over |E| for pastaendet att de tva hogstagradstermerna i Pg(\) ar
A" och —|E|A\""!, med rekursionen for Pg()).)

17. (Po,(N) = XA =1) (A =2)(A2 =22 +2)=...= (A= 1)(A = 1)* = 1). Férga 1
och 2 (hérnen i ordning) pa A(A — 1) sétt. Tva fall for 3 (som eller inte som 1) och sedan
for 4 (ocksa som eller inte som 1) etc.)

18. 10. (v —e+r =2 (Eulers polyederformel) och )y, 6(z) = 4v = 2e =2 - 16.)

19. 9 horn med valens 3 och 3 med valens 5. (Eulers polyederformel ger e. x
hérn av valens 3 (sa 12 — 2 av valens 5) ger 3z +5(12 —z) = >__ .y, 0(x) = 2e¢.)

20. 6 ytor har 4 kanter. (Om x och y ytor har 4 respektive 6 kanter far vi
v—e+ (z+y) =2 och 3v =2e =4z + 6y. (v,e,y inte entydigt bestimda).)

21. (Eftersom G1[Gs] och G1[Gs] bada har hérnmingden Vi x V; ricker det att
visa att deras respektive kantmangder Fy, och Ey &r lika.

Lat, for u;,v; € Vi, i = 1,2, e = {(u1,u2), (v1,v2)}. Enligt definitionen av G;[Gs]
galler e € Ep, precis i de fall som markerats med o i tabellen:

Uz = Vo {ug,vo} € By {ug,v2} € Es
Uy =01 o *
{ur,vn1} € By o o o
{ui,v1} € By * * *

Med G; i stillet for Gy (dvs E; i stillet for E;) for Fuyy, och definitionen av komplement-
grafen for Ey, fas att bada ges av fallen med x.)

22. (a. Induktion 6ver |V|. Isteget, om det finns ett udda hoérn, v* sig, tag bort det
och byt kanter och icke-kanter mellan dess grannar. Visa att en uppdelning av den
nya, mindre, grafen ger en av G om v* fors till den ena av de tva hérnméngderna.
b. Lat G’ vara G med ett nytt horn v som ar granne med alla G:s horn. Anvand
resultatet i a. och tag bort u.)

23. (Lat A(G) vara antalet acykliska orienteringar av G.

Det récker att betrakta enkla grafer (en églai G ger Pg()\) = 0 = A(G) och multipla kanter
kan ersittas med en kant utan att Pg()\) eller A(GQ) fordndras).

Induktion 6ver |E|. I steget, anvind rekursionsformeln for Pg(\) och visa att
‘PG—e(_l) - PG/e(_l)’ = |PG—€(_1)’ + ’PG/e(_l)"

Aterstar att visa att A(G) = A(G — e) + A(G/e) for varje graf G. Visa att varje
orientering av alla kanter utom e i G kan fortséattas till 0, 1 eller 2 olika acykliska
orienteringar av G omm den &r en for 0, 1 eller 2 av G — e och G/e etc.)



