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Ovning 4, ma 27 november 2017
svar och ledningar

la. Nej, b. a ar identitet, c. a=! = a, b=! = b, xla b c d f g
cl=cdt=d fl=g g'=Ff, ala b ¢ d f g
d. Ordningar 1:a; 2:b, ¢, d; 3: f, g; cykliska b|b a g f d c
delgrupper: {a}, {a,b}, {a,c}, {a,d}, {a, f,9} cle f a g b d
e. ¢, inga parenteser behovs (associativitet). did g f a c b
Grupptabellen till hoger. flf ¢ d b g a
(axc=c=a=1 (gerrad 1, kolumn 1). glg d b ¢ a f

Grupptabellen &r en latinsk kvadrat, sa
bxd=f, fxd=0b,gxd=cetc.)

2. (Ordning 5 (primtal), men inte abelsk (aob #boa).
(Alt. ao(boc)=c#a=(aob)oc.))

3a. r=b"'a, b. x = (ab)™,
(c.,d. Anvind oy = 1 = yzr = 1, e. (2?)? = 232, f. zyayzr =1 = (2y)® =y.)

4. Nej. (eoe=e= e =1, men da vore o(a) =21|G|.)

5a. Zis, b. {1,3,5,7,9,11,13,15,17}.  (a. (7) = Zs,
b. 7 —3 =4, sa sidoklassen C' =3+ (4) =3+ {0,2,4,6,8,10,12,14,16}.)

6 (a. SO: le HNK,Sl: z,ye HNK =x,yc HHK =2y HHK =2y HNK,
S2:2eHNK=2cHK=as'cHK=2'ec HNK.

(P.s.s. ses att varje skdrning av delgrupper ar en delgrupp, sa for varje M C G finns en minsta
delgrupp (en som innehalls i alla) till G som innehaller M, ndmligen skérningen av dem alla.)
b.ae HNK,be K~H=ab¢ H K (b=a"ab,a=abb"),saab¢ HUK.)

c. HNK|=1.

7. Sg X 011 (dar Ci1 ar den cykliska gruppen med 11 element).

8. Ja (i sjélva verket ar alla (Z, ~ {0}, - ), p primtal, cykliska).
(|Z1g ~ {0} =18 =2-3% 54 0(g) = 1, 2, 3, 6, 9 eller 18 for alla g € Z19 . {0}.
Alltsd dr o(g) = 18 omm ¢%, g% # 1. 26 =7, 29 = 18.)

9. Den éar hela S;. (Visa t.ex. att alla transpositioner i Sy ligger i delgruppen.
(123)(34)(123)~1 = (14), (123)(14)(123)1 = (24), (14)(24)(14) = (12),
(14)(34)(14) =(13), (24)(34)(24) = (23), etc.)

10. Nej (Taga# 1, b=a"'. o(ab) = o(1) =1 < o(a) = mgm(o(a), o(b))).

11. (Om H ér en delgrupp till G = (z),1at A= {i |0 < i, 2' € H}.

Om A =@ ar H = {1} (ty ocksa {i | i <0, 2" € H} = @), en cyklisk delgrupp till G.
Annars d&r H = (z*) med k = min A: (z*) C H (eftersom H #r sluten under -) och
for varje j € Z: 27 € H = 277" € H och med 0 < j — kq < k ger det j = kq sa
H C (zF) etc.)



12. (Alla element har ordning 1, 5, 11 eller 55. Om inget har ordning 5 finns det
54 element av ordning 11 och ett av ordning 1 (o(g) = 55 = o(g*') = 5).

Varje element utom 1 tillhér da exakt en delgrupp av ordning 11 (snittet av tva delgrup-
per av ordning 11 har ordning 1 eller 11 (en delgrupp)), s& de 54 elementen # 1 partitioneras
i delar med 10 element var. Omojligt (10 1 54), sa minst ett element har ordning 5.
Att minst ett element har ordning 11 visas pa samma sétt (41 54).)

13. Cy x Cy x Cy x Oy x Cy x Cy (C2 cyklisk med 2 element (& (Z2,+))).

14. Se nedan.
(a. Rotationsaxlar och speglingsplan nedan gar genom tetraederns tyngdpunkt.
Typ Antal Paritet FExempel Stel avbildning av rummet

(14 1 jamn  id = (1) identitetsavbildningen
[122] 6 udda (12) spegling i ett plan innehallande kanten 34
[22] 3 jamna (12)(34) rotation 7 kring en axel genom 12:s och 34:s
mittpunkter
[13] 8 jimna  (123) rotation £2F kring en axel genom 4
[4] 6 udda  (1234) rotation =3 kring en axel genom 13:s och 24:s

mittpunkter, foljt av en spegling i ett plan
vinkelratt mot axeln
b. Jamna permutationer svarar mot rotationer, udda mot avbildningar som in-
nehaller (ett udda antal) speglingar.
c. N &r (icke-tom, dndlig och) sluten under gruppoperationen, alltsa en delgrupp.
Den ir en union av konjugatklasser ([14] och [22]), s& en normal delgrupp.
Eftersom operationen i kvotgruppen G/N ges av (g1 N)(g2N) = (g192)N och varje
sidoklass innehaller precis en permutation 7 med 7(4) = 4 (vi skriver da (lite o-
egentligt) ™ € S3) (det finns % = 6 = |S3| sidoklasser och om o, 7 € S3 &r i samma sidoklass:
ccnN =710 € NNS; = {(1)} = o = 7, sa exakt ett element fran Sz i varje), ar G/N
isomorf med gruppen av dem, sa med S5, G/N = S3.)

15a. 21, b. 24, c. $(k* + 2k% 4 3k? + 2k) och §(k* + k* + 2k)

(Vi anvénder Burnsides lemma. Brickans grupp av symmetrirotationer har i a. 8
element (kvadratens symmetrigrupp; |G| = 2, |Gz| = 4 for alla horn ).

Vi behover |F(g)| for varje (typ av) symmetrirotation g. Med k farger:

wpav el gspemmaion o
id 1 [14] k4
rot &5 2 4] k
rot m 1 [22] k2
vand-p 2 [22] k2
vind-d 2 [122] k3

("rot v”: rotation vinkeln v kring en axel vinkelrdt mot brickan och genom dess mittpunkt,
?vand-p, vand-d”: vindning av brickan kring en axel parallell med tva sidor eller kring en diagonal.)
\F(g) ‘2 antalet g-invarianta (samma firg pa horn i samma cykel i g:s permutation) fargningar.
I b. &r det bara 4 element i symmetrigruppen (de som inte vénder brickan).
Lemmat ger antalet vésentligt olika firgningar, el >gec 1F(9)];

dvsia. §(k*+ 2k + k% + 2k? + 2k3) och i b. (k* 4 2k + k?), med k = 3.)

16. %(k6 + 3k* + 8k?). (Burnsides lemma. Den regelbundna tetraederns grupp
av symmetrirotationer har 12 element: identitetselementet (6 banor av kanter,
varje kant en bana, |F(id)| = k°), atta rotationer +27 kring axlar genom ett
hérn och mittpunkten av motstaende sidoyta (2 banor av kanter, de vid hornet
och de vid ytan, |F(g)| = k?) och tre rotationer 7 kring axlar genom mitt-
punkterna av motstaende kanter (4 banor av kanter, de tva motstaende och

tva par av ovriga fyra kanter, |F(g)| = k*).)



