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f)vning 6, ma 11 december 2017

1. Vilka ytantal &r mojliga i en plan, reguljar, eulersk, enkel graf med v hérn?

2. Visa att man i en godtycklig graf G = (V, E) kan rikta kanterna sa att
skillnaden mellan in- och utvalensen i varje horn blir hogst ett. (Invalensen 6~ (v)

ir antalet kanter som gar in till hornet v och utvalensen 6 (v) antalet som gar ut fran det.)

3. Visa att om den planira sammanhangande grafen G har minst en cykel och
samtliga cykler har langd minst k£ > 3 sa galler att

e < 2 (v-2).

Anvéand sedan detta for att visa att Petersens graf, med grannlistan till vanster

a b cde f g h i j inte ar planér.

b ab caabocde (Ett askadligt satt att rita grafen &r som en
e cdedh i f f g femhorning med horn i ordningen abcede och
f g h i j i j j g h innanfor dem deras respektive grannar fghij

(som blir spetsar i en inre stjérna).)
Visa ocksa med hjilp av dels Kuratowskis och dels Wagners sats (se pla-
naritetsstencilen) att grafen inte ar planér.

4. Visa att om grafen G ar bipartit och k-reguljar sa har G minst k olika
fullstandiga matchningar. Hur manga finns det om k& = 27

5. Tio tentander har gjort en tentamen med tio uppgifter. Varje uppgift kla-
rades av minst sex skrivande. Varje skrivande klarade minst fyra uppgifter.
Visa att man kan fordela uppgifterna med en per tentand, sa att var och en
har klarat sin uppgift.

6. Starta fran matchningen M = {ab, ¢4, d1} och anvénd utokande alternerande
stigar for att finna en max-matchning i den bipartita grafen G = (XUY, E) med
X ={a,b,...;e}, Y ={1,2,...,5}, E ={al,ab,bl,b4,c2,c4,dl,d3,ed,e5}.

7. Lat X = AyU...UA, = B1U...UB, vara tva partitioner av en méngd X.
Visa att det finns en gemensam transversal for de tva partitionerna (en mingd
{z1,22,..., 2.} av n olika element med, fér nagot m € Sy, x; € A; N By for i =1,2,...) omm
for varje k =1,2,...,n — 1, inga k A;:n innehalls i unionen av k — 1 B;:n.

8a. Om alla 52 kort i en kortlek (med 4 kort av varje valor (1,2,...,13)) delas
in i 13 hogar med 4 kort i varje hog, ar det sakert mojligt att valja ett kort ur
varje hog sa att de valda 13 korten innehaller ett av varje valor?

b. Gar det sikert om hogarna innehaller 2,3,4,4,...,4,5,6 kort?

c. Gar det sidkert om hogarna innehaller 1,2,3,4,4,...,4,5,6,7 kort?

d. Om man slumpméssigt drar ett kort ur en av hogarna (iter 4 kort i varje), gar
det sikert att valja ett kort fran var och en av de andra hogarna sa att man
far 13 olika valorer?

9. Lat My = {1,2,...}, My = {1}, My = {1,2}, My = {1,2,3},...
a. Har {M,;}?°, nagon transversal?
b. Uppfyller {M;};2, Halls villkor |J,c; M;| > |H| for alla H C N?



10. Los rekursionsproblemet (dvs finn alla foljder {u,}>°, som uppfyller:)

Un+2+8Un+1—9un:8'3n+1, n:O,l,Z,...
Ug = 2, Uy = —6.

11. Lat h, vara antalet sitt att dela in en konvex polygon R med n + 1 sidor
(n =2,3,...) 1 triangelformade omraden, genom att dra diagonaler (linjer mellan
tva horn som inte &r grannar) som inte korsar varandra inne i R (t.ex. &r ho =1, hs =
2, hy =5). Lat ocksa h; = 1.

Anvéind den genererande funktionen H(z) = Y > | h,a™ for att bestdmma h,.

12. Finn antalet partitioner av talet 16 med varje del ett udda primtal.

13. Visa att antalet partitioner av n € N dar varje del ar 1 eller 2 ar lika med
antalet partitioner av n + 3 med precis tva, olika stora, delar.

14. Visa att for k,n € Z, ar antalet partitioner av n med hogst £ delar av
varje storlek lika med antalet partitioner av n dar ingen del ar en multipel av
kE+ 1.

15. Visa att om {%,}.er, |I| < oo, &r L-strukturer for ett sprak £ och U &r
ett ultrafilter pa I &r 1,2, /U = A, {or ett ¢y € 1.

16. A &r en méngd lampor, 3 < |A| < 0o, som styrs av en mangd X (indlig eller
oéindlig) vred, vart och ett med | A| st olika (omérkta) lagen. Det ar alltid precis
en lampa som lyser och vilken det ar bestams helt av vredens lagen. Om laget
for alla vreden andras, dndras vilken lampa som lyser.

Visa att det finns ett ultrafilter pa X som bestdmmer vilken lampa som &r
tand (och hur det bestams).

17. Visa med naturlig deduktion (reglerna finns i ”Om semantisk f6ljd och bevis”)
a. A—)(B\/C)F—!B—)(ﬁc—)—u‘l),

b. -1

c. A, AF B,

d. VaVyVz (Rxy — - Ryz) F Jy Ve - Rxy.



