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1. Récker foljande information for att bestdmma relationen R?
1. R &ar en ekvivalensrelation pa M = {1,2,3,4,5,6}.
2. {(1,2),(2,3),(2,4),(5,6)} C R.
3. (2,6) € R.

2. Beskriv alla ekvivalensrelationer R pa M = {1,2,3,4,5,6,7} med
{(1,5),(1,4),(2,3),(3,6)} C R.

3. Ar delbarhet pa Z (dvs relationen R som definieras av mRn < m | n for
alla m,n € Z) en partialordning?

4. Lat f: X — X vara en funktion pa en mangd X och motsvarande binéra
relation pa X vara Q (dvs for alla z,y € X, xQy < y = f(x)). Vilka vill-
kor pa f svarar mot att Q ar reflexiv, symmetrisk, antisymmetrisk respektive
transitiv?

5. En binér relation R pa en mingd X kallas sammanhingande (eng. con-
nected) omm for alla z,y € X minst en av 2Ry, yRzx, x = y ar sann.

Visa att det for varje méngd X finns lika manga sammanhéangande som anti-
symmetriska relationer pa X (minns att en bindr relation Q pa X kallas antisymmetrisk
omm for alla z,y € X géller att (xQy och yQz) = = =y).

6a. Ge ett exempel pa mangder X, Y, Z och funktioner f : X — VY, ¢g:Y — Z|
sadana att sammanséttningen gf : X — Z ar en bijektion, trots att varken f
eller g ar det. Ar nigon av f och g nédvindigtvis injektiv eller surjektiv?

b. Samma uppgift, men dessutom villkoret att X =Y = Z.

7. Antag att f: A — B och g: B — A ar sadana att
(gof)(x) =2 foralla xe€ A

Ar nagon av f och g nédvindigtvis injektiv, surjektiv eller bijektiv?

8. Visa att for varje foljd ay, as, ..., a, av n heltal finns minst en icke-tom
delfoljd
iy iy, - -, a;, sadan att a;; +a, +...+a;, =0 (mod n).

9. Lat m,n € Z, och ay, as, ..., ampe1 vara en foljd av olika reella tal.

Visa att det antingen finns en vaxande delfoljd av langd m + 1 eller en av-

tagande av langd n + 1 (dvs ai, < ai, < ... < @i, med i1 < iz < ... < imy1 eller

aj, > aj, > ... > a4, med j1 <j2 <...<jns1)

10a. Visa att en union av andligt manga upprékneliga mangder ar uppréknelig.
b. Om A; = {a;1,a;9,. ..}, for i € N, maste A; U Ay U. .. vara uppréknelig?
c. Ar méngden av bljektloner N — N uppraknelig?

11. Visa att mangden av alla &ndliga mangder av naturliga tal ar uppraknelig,

|Prin(N)| = [N|(= Ro),
dir Prin(N) = {A| A C N, |A| < 00}



12. Lat A C R vara uppriknelig. Ar méngden 16sningar till (icke-triviala) poly-
nomekvationer med koefficienter i A sdkert uppraknelig?
Dvs, maste B vara uppraknelig da
B={zeC| ap + iz + asz? + -+ a,z" =0 for nagra n € Z,,
a; € Afori=0,...,n, inte alla a; = 0}7

13a. Finns det f: R — Qoch g: Q — R, med gf : R &= R, en bijektion?
b. Finnsdet f: R — Qoch g: Q — R, med fg: Q& Q, en bijektion?

14. Minns fibonaccitalen F},: 0,1,1,2,3,5,8, ..., rekursivt definierade av

=0, F1=1
Fn+2 :Fn+1+Fn, n € N.

a. Visaatt Fg + Ff+-- -+ F2=% " F?=F,F,, forallan € N.
b. Visa att £, 1F,,1 — F? = (=1)" for allan € Z,.

c. Visa att for varje k € Z, finns ett n € Z, sadant att k | F,.

d. Visa att sgd(F,,, F},) = Figd(m,n) for alla m,n € N.

15. Visa att om z, y, 2 € Z uppfyller 23 + 3> =923 sd drx =y = 2 = 0.

16. Pa den fjarran Knarron ar varje invanare, som vi minns, antingen kung
(och talar alltid sanning) eller narr (och ljuger alltid). A, B och C &r knarrébor
och yttrade en gang foljande.

A:7C ar narr om B ar kung.”

B: 7A ar narr om C ar kung.”

C: "Precis en av oss tre ar kung.”

Vad ar var och en av A, B och C, kung eller narr?

17. Pa Knarron triffade jag de tva éborna D och E.
Jag fragade D: ”Vad skulle E svara pa fragan "Ar ni bada kungar?’?”.
D:s svar rackte for att jag skulle veta vad de var. Vad var de?

18. Tva fyrar blinkar med intervall a respektive § (minuter). « och f ar
irrationella tal sadana att i + % = 1 (dvs i medeltal kommer ett blink per minut).
Visa att om de bada blinkar vid tiden ¢ = 0 kommer det under ”heltalsminuten”
mellan n och n + 1 precis ett blink, for allan € Z, .



