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Övning 2, m̊a 13 november 2017

1. Räcker följande information för att bestämma relationen R?
1. R är en ekvivalensrelation p̊a M = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
2. {(1, 2), (2, 3), (2, 4), (5, 6)} ⊆ R.
3. (2, 6) 6∈ R.

2. Beskriv alla ekvivalensrelationer R p̊a M = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} med

{(1, 5), (1, 4), (2, 3), (3, 6)} ⊆ R.

3. Är delbarhet p̊a Z (dvs relationen R som definieras av mRn ⇔ m | n för
alla m,n ∈ Z) en partialordning?

4. L̊at f : X → X vara en funktion p̊a en mängd X och motsvarande binära
relation p̊a X vara Q (dvs för alla x, y ∈ X, xQy ⇔ y = f(x)). Vilka vill-
kor p̊a f svarar mot att Q är reflexiv, symmetrisk, antisymmetrisk respektive
transitiv?

5. En binär relation R p̊a en mängd X kallas sammanhängande (eng. con-
nected) omm för alla x, y ∈ X minst en av xRy, yRx, x = y är sann.
Visa att det för varje mängd X finns lika många sammanhängande som anti-
symmetriska relationer p̊a X (minns att en binär relation Q p̊a X kallas antisymmetrisk

omm för alla x, y ∈ X gäller att (xQy och yQx) ⇒ x = y).

6a. Ge ett exempel p̊a mängder X, Y, Z och funktioner f : X → Y, g : Y → Z,
s̊adana att sammansättningen gf : X → Z är en bijektion, trots att varken f
eller g är det. Är n̊agon av f och g nödvändigtvis injektiv eller surjektiv?
b. Samma uppgift, men dessutom villkoret att X = Y = Z.

7. Antag att f : A→ B och g : B → A är s̊adana att

(g ◦ f)(x) = x för alla x ∈ A.
Är n̊agon av f och g nödvändigtvis injektiv, surjektiv eller bijektiv?

8. Visa att för varje följd a1, a2, . . . , an av n heltal finns minst en icke-tom
delföljd

ai1 , ai2 , . . . , ait s̊adan att ai1 + ai2 + . . .+ ait ≡ 0 (mod n).

9. L̊at m,n ∈ Z+ och a1, a2, . . . , amn+1 vara en följd av olika reella tal.
Visa att det antingen finns en växande delföljd av längd m + 1 eller en av-
tagande av längd n + 1 (dvs ai1 < ai2 < . . . < aim+1 med i1 < i2 < . . . < im+1 eller

aj1 > aj2 > . . . > ajn+1 med j1 < j2 < . . . < jn+1).

10a. Visa att en union av ändligt många uppräkneliga mängder är uppräknelig.
b. Om Ai = {ai1, ai2, . . .}, för i ∈ N, måste A1 ∪A2 ∪ . . . vara uppräknelig?
c. Är mängden av bijektioner N→ N uppräknelig?

11. Visa att mängden av alla ändliga mängder av naturliga tal är uppräknelig,

|Pfin(N)| = |N|(= ℵ0),
där Pfin(N) = {A | A ⊂ N, |A| <∞}.



12. L̊at A ⊂ R vara uppräknelig. Är mängden lösningar till (icke-triviala) poly-
nomekvationer med koefficienter i A säkert uppräknelig?
Dvs, måste B vara uppräknelig d̊a

B = {x ∈ C | a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n = 0 för n̊agra n ∈ Z+,

ai ∈ A för i = 0, . . . , n, inte alla ai = 0}?

13a. Finns det f : R→ Q och g : Q→ R, med gf : R � R, en bijektion?
b. Finns det f : R→ Q och g : Q→ R, med fg : Q � Q, en bijektion?

14. Minns fibonaccitalen Fn : 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . , rekursivt definierade av{
F0 = 0, F1 = 1

Fn+2 = Fn+1 + Fn, n ∈ N.

a. Visa att F 2
0 + F 2

1 + · · ·+ F 2
n =

∑n
i=0 F

2
i = FnFn+1 för alla n ∈ N.

b. Visa att Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n för alla n ∈ Z+.

c. Visa att för varje k ∈ Z+ finns ett n ∈ Z+ s̊adant att k | Fn.

d. Visa att sgd(Fm, Fn) = Fsgd(m,n) för alla m,n ∈ N.

15. Visa att om x, y, z ∈ Z uppfyller x3 + 3y3 = 9z3 s̊a är x = y = z = 0.

16. P̊a den fjärran Knarrön är varje inv̊anare, som vi minns, antingen kung
(och talar alltid sanning) eller narr (och ljuger alltid). A, B och C är knarröbor
och yttrade en g̊ang följande.
A: ”C är narr om B är kung.”
B: ”A är narr om C är kung.”
C: ”Precis en av oss tre är kung.”
Vad är var och en av A, B och C, kung eller narr?

17. P̊a Knarrön träffade jag de tv̊a öborna D och E.
Jag fr̊agade D: ”Vad skulle E svara p̊a fr̊agan ’Är ni b̊ada kungar?’?”.
D:s svar räckte för att jag skulle veta vad de var. Vad var de?

18. Tv̊a fyrar blinkar med intervall α respektive β (minuter). α och β är
irrationella tal s̊adana att 1

α
+ 1

β
= 1 (dvs i medeltal kommer ett blink per minut).

Visa att om de b̊ada blinkar vid tiden t = 0 kommer det under ”heltalsminuten”
mellan n och n+ 1 precis ett blink, för alla n ∈ Z+.


