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1. (0,3p) Vi soker f(d,n) (d.n€zy) med sgd(m,n) =3_,,, f(d,n) for m,n € Z,.

(Zd\m 4r summan o6ver alla positiva delare d till m.)

Losning: Enligt Mobius inversionsformel &r f(m,n) = >_;,, u(d) sgd(7g, n) och eftersom
sgd(m,n) ar en multiplikativ funktion av m (dvs sgd(a - b, n) = sgd(a, n) - sgd(b, n) om sgd(a,b) = 1),
ar f(m7 n) ocksa det (egenskap hos faltning, f(-,n) = p *sgd(-, n), p multiplikativ).

For e € Z, p primtal: f(p© n) = 30, p(d)sgd(Z.n) = 327 o u(p') sgd(p®~" n) =

e e—1 e
_ . e . e—1 _ p —p ) om p ‘ n
— Vs ) + ) s~ o) = { om |
Om p; ér olika primtal och e; € Z far vi f(pi* -...-p*,n) = f(»7",n)-...- f(piF,n), sa
(eftersom G(pf - ppF) = (py —pi ) o (0pF — PR ) och f(1,n) = p(1)sed(1,n) = 1 = $(1)):

Svar: f(d,n) = {g)(d)7 Z::ln:rls.n,

(Alt. (om man ser det): Eftersom n = 3_,,, ¢(d), ér sgd(m,n) = 32, ,,, 4n ¢(d), vilket ger f(d,n) som ovan.)

2. (0,3p) G och H &r grupper och L &r en delgrupp till H.
Vi visar att om h: G — H &r en homomorfi &r K = {x € G | h(z) € L} en delgrupp till G.

Lésning: Det riicker att visa i) K # @, i) v,y € K = a2y € K och iii)) v € K = 27! € K.
(enligt en kdnd sats; K C G enligt definitionen).
Z) h(l) =1 € L (1 identitetselementet i G resp. H), sale K,
. av . L delgrp av
i) x,y e K def gy K h(z),h(y) € L = h(xy) h homom hz)h(y) € L def gy K xy € K,
) ) L delg )
w): re K def. v K h(z) € L = h(z™!) h homom h(x)~! e R D ¢
Saken ar klar.

3. (0,4p) Vi skall visa att antalet vésentligen olika armband med n € Z, st fargade pérlor
() firger mdjliga), grannar olikfdrgade, pa en sluten 6gla av snore ar (summan sver positiva d)

n n 0, n udda,
3 (Lapn A (A =D + (-=1)F(A - 1)) + {g)\()\ — 1%, 7 jémnt. )

Loésning: Burnsides lemma (Thm 21.4 i Biggs). Vi finner |F(g)| for varje symmetrirotation g:

typ av s permutation antal
ypg I axI/) parlorna g |F(g9)|
rot k- 2% sgd(k,n) =d, n "
e ()] B(3) (- Dt (-1 1)
n udda: vind pk [12%%] n 0
o Jvénd pp (122377 % AO-1)3
n jamnt: {vénd Kk 23] z 0

("rot v”: rotation vinkeln v kring en axel vinkelrdt mot armbandets plan och genom dess medelpunkt,
?vand xy”: viandning kring en axel genom pérla(p) och/eller kant(k) mellan péarlor.)

‘F(g)| antalet g—invarianta (dvs samma farg pa alla parlor i samma cykel i g:s permutation) férgningar.
F(rot)|: d st cykler, med kanter mellan som en Cy (kromatiskt polynom (A — 1)% 4+ (—=1)%(A — 1
y b b

|F(vand xk)| = 0, ty péarlorna vid kanten "k” far inte ha samma firg,
F(vand : cyklerna har kanter mellan som ett trdd (en orm) med (2 + 1) st horn.

PP Y 2
Lemmat ger antalet fargningar: ﬁ > e |F(g)|, den 6nskade summan (byt d — 2).
(For n = 1 raknas den enda parlan som granne till sig sjalv, sa ingen tillaten fargning finns.) Saken ar klar.




4. Vi skall visa att (a, 0.3p) grafen K, for udda n € Z, &r en kantdisjunkt union av en
uppsittning hamiltoncykler och (b, 0,3p) grafen K, for alla n € Z; &r en kantdisjunkt
union av en uppsattning stigar, alla av olika langd.

Losning: a. Som i ledningen numrerar vi hérnen 0,1,...,n — 1 och finner ”Tfl st (n udda)
kantdisjunkta hamiltoncykler i K.
For varje k =1,2,..., "T_l ges en cykel av att olika horn i, € {1,2,...,n— 1} &r grannar i

cykeln omm i+j = 2k—1 eller = 2k (mod n—1) och horn 0 &r granne med hornen k, k—!—"T*l.
De ar hamiltoncyk]er (cykler genom alla horn): 0-k- (k — 1) . (k+ 1) . (k‘ — 2) . (k+2) et (k-l— nT—l) -0
(dér (a) tolkas som (a — 1) (mod (n — 1)) +1). Cyklerna ar kantdisjunkta och eftersom varje horn i

K, har valens n — 1 ingar var och en av dess kanter i precis en av cyklerna. a. klart.
b. For udda n, dela upp hamiltoncykel & fran a. i tva stigar av lingd & och n — k. Det ger
en stig av varje langd 1,2,...,n — 1 och var och en av K,,:s kanter tillhor precis en av dem.

For jamna n, bddda in grafen i en K, 1 och bilda % hamiltoncykler i den som i a. Da

det extra hornet och dess kanter tas bort dr K,:s kanter en disjunkt union av (kanterna i) 3

stigar, alla av langd n — 1. Dela upp alla dessa (utom en) som i det forra fallet, sa fas n — 1
disjunkta stigar med ldngder 1,2,...,n — 1 som innehaller alla K,,:s kanter. b. klart.

5. (0,4p) X &r en mangd och U C P(X).
Vi skall visa att U ar ett ultrafilter omm for varje K C P(X), | K| < oo, bade
IL.KCUSNKelU och 2. KNU+#2 << UK €eU.

Lo6sning: Minns att & C P(X) ar ett ultrafilter pa X omm a.—d. ar uppfyllda:
a.d¢U, X €U, b.ALBeU=ANBecl, c.(AeUoch ACCCX)=Cel,
d ACX = (AelUeller A° € ll).
Vi visar forst ”endast om”, sa vi antar a.—d. och skall visa 1.-2.
lo: Om K =@ ar NK = X € U enligt a.,
om |K| € Z+ och K CU fas NK € U med induktion Gver ‘K| (bas (|K| = 1) klar, steg med b.),
le: OmNK elU: Ac K=nNK CAeclUenligt c.,sa K CU,
2..: Om Ae KNU: AC UK €U enligt c.,
2.:0m KNU=2: K = {A° | Ae K} C U (enligt d.),
sa NK(©) = (UK)® € U (enligt 1, for K(©)), 88 UK & U (enligt b., o). ”Endast om” klart.
For att visa ”om” antar vi 1. och 2. och skall visa a.—d.
a: For K =@ ger 1, att NK =X €Y och 2 att UK =@ ¢ U,
b: K={A,B} CU germed 1, att NK = ANB €U,
e K={A,C},AclU, ACC ger med 2 att UK = AUC =C €U,
d: K ={A, A}, AC X ger UK = X €U (enligt a.), s& enligt 2: (A € U eller A® € U).
”Om” klart.




