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B.Ek hosten 2017

Svar och anvisningar for
hemuppgifter omgang 1,
(till ma 4 december)

1. (0,3p) z,y € Z, sgd(x,y) =1 och z € Z, |z| < xy. Vi skall visa att det finns u,v € Z,
lul <, [v] <y, med = =2+ 7 och finna sadana u, v for x = 711, y = 925, z = 76 353.

Loésning: Eftersom sgd(z,y) = 1 r 1 = ax+ by for nagra a,b € Z (hittas med Euklides algoritm).
Lat bz = rq + u, dar qc Z och |’U,| < @, uz 2> 0 (u minsta icke-negativa resten eller den —z) ger att
z=azx+ (xq + u)y = uy + (az + qy)z. Med v = az + qy fas |v|x = |vx| = |z —uy| <

< max(|z], |uly) < 2y (z, uy > 0 eller bada < 0), 84 |v| < Y. 2 = uy + v ger wiy =2+ 5
Daxz =711, y = 925, z = 76 353 ger forst Euklides algoritm:
925 = 711 -1+ 214 1=7-(69—-9-7)=
711 =214-3+69 = —69+10(214 — 3-69) =
214 =69-3+7 S8 (sgd(711,925) = 1 och) = 10214 — 31(711 — 3-214) =
69=7-94+6 = —31-711+4103- (925 — 711) =
7T=6-1+4+1 =103-925-134-711

och 76353 = —(134 - 76 353) - 711 + (103 - 76 353) - 925, bz = 103 - 76 353 = 7864 359 =
= 711-11 0604699, sa 76 353 = 699-925— (134-76 353 —11060-925)-711 = 699-925—802-711

och alltsa 77161?’5235 = % — %. (Jfr partialbraksuppdelning av rationella funktioner.)
Svar: En 16sning dr v = 699, v = —802 (u = —12, v = 123 &r en annan).

2. (0,3p) Vi soker alla m,n € N som uppfyller 4953™ - n = 13383 (mod 14 553).

Losning: For m = 0 &r alla losningar i N tydligen n = 13383 4 14553k, k € N, annars:
Vi anvénder kinesiska restsatsen. 14553 =3%.72.11=27-49 .11, s&
a4 =14553 b (a =927 b, a =49 b och a =11 b)
4953™ - m =97 13383 < 12 - n =97 18, l0sningar m =1: dn =g b6 n=9g —2-6 =9 6
m=2:42n=32<n=32
m > 3: 0-n =3 2, inga losningar,
4953 -n =49 13383 < 4™ -n =49 6, l0sningar m = 1: 4n =49 6 & n =49 —12 -6 =49 26
m=2: 42n =49 6 © n =49 —18 =49 31,
4953™-m =11 13383 < 3™-n =11 7, l0sningarm=1: In=1 7T n=114-7=11 6
m=2: 3277,511 T n=115-7=1 2.
Med yg =49 - 116y =g 1, sa by =9 —1 och vi kan ta yg = —49 - 11 = —539,
Yoo = 9+ 11bg =49 1, 88 by =49 1 och vi kan ta yq9 = 9- 11 = 99,
y11 = 9-49b3 =11 1, sa b3 =11 1 och vi kan ta yg9 = 9 - 49 = 441.
Vi finner 16sningarna m = 1: n =4851 —539 -6 + 99 - 26 + 441 - 6 = 1986 (4851 = 9-49 - 11),
m=2:n=1617 —539-2+99-31 +441-2 = 2873 (1617 =3-49-11).
(yo kan anvéandas som "y3”, ty yo =9 1 = y=9=3 1.)
Svar: Alla losningar ges av: m = 0, n = 13383 4+ 14553k, k € N;
m =1, n= 1986 + 4851k, k € N; m = 2, n = 1256 + 1617k, k € N.




3. R, S ar binéra relationer pa méngderna X respektive Y. Vi definierar 7 pa X x Y enligt

1. 21 Rx2 eller - . o v
(1,y1)T (x2,92) & {2. 21 = 25 och 1Sy och den binéra relationen Q pa X™ (n € N udda,
> 3) enligt majoritetsbeslut.

Vi skall avgora vilka av reflexivitet, symmetri, antisymmetri, transitivitet och

valgrundning som &rvs av (a, 0,3p) 7 fran R och S respektive av (b, 0,3p) Q fran R.

Losning:
e Om R, S ar reflexiva, ar T och Q ocksa det:
(z,y)T (z,y) for alla (z,y) € X XY, ty Rx for alla x € X,
(Ugy ..y un)Q(ul, ... uy), for alla (ug,...,u,) € X" ty {i € N, | u;Ru;} = Ny,
e om R, S ar symmetriska, dr 7 och Q ocksa det:
om (z1,y1)7T (z2,¥2): T1RT2 = w2RT1 = (w2, y2)T (1,y1) eller
Ty = T2, Y1SY2 = T2 = x1, Y2SY1 = (v2,42)T (1, 91),
(U1, un) Q1. vn) = i €Ny | wRus}| > 5 = [{i € Ny | v, Rui}| > § =
= (V1,05 0) QU .oy Uy),
e dven om R, S ar antisymmetriska, behover varken T eller Q vara det:
om X,Y dr Noch R, § & =, &r (0,0)7(0,1) och (0,1)7(0,0), men (0,0) # (0,1)
och (0,0,0)9(0,0,1) och (0,0,1)9(0,0,0), men (0,0,0) # (0,0,1),
e om R, S &r transitiva, &r 7 ocksa det, men inte sidkert Q:
om (21,y1)7 (z2,y2) och (w2,y2)T (x3,y3), sa (z1,y1)T (z3,y3), ty
(x1Rz2, zaRx3) = 1 Rw3 = (v1,y1)7T (z3,93),
(JJ1R$2, ro9 = I3, yQSyg) = r1Rx3 = ($1,y1)T($3,y3),
(171 = T2, y18y2, IQRIg) = r1Rx3 = (l‘l,yl)T(.Ig,yg),
(71 = 22, 11SY2, T2 = 23, Y28Sy3) = (1 = 23, Y1SY3) = (x1,y1)T (¥3,93),
om X ar N och R ar =, ar
(0,0,0)9(0,0,1) och (0,0,1)Q(0,1,1), men (0,0,0)2(0,1,1),
e om R, S ar valgrundade, ar T ocksa det, men inte sikert Q:
om @ # AC XXY, tagxo R-minimalti Ay ={z € X | (z,y) € A, ngt y € Y} o)
och yo S-minimalt i Ag ={y € Y | (zo,y) € A} (# 92),
da ar (zo,yo) T-minimalt i A, ty (z,y)7T (2o, yo) med (z,y) € A kriver
TRy, x € Ax (omsjligt) eller z = xq (sa y € Ag) och ySyg (oméjligt),
om X ar N och R ar <, saknar {(0,1,2),(1,2,0),(2,0,1)} Q-minimalt element, ty
(0,1,2)9(1,2,0), (1,2,0)9(2,0,1), (2,0,1)Q(0,1,2).
Svar a: T arver reflexivitet, symmetri, transitivitet och valgrundning,
men inte antisymmetri fran R och S,
b: Q arver reflexivitet och symmetri, men inte 6vriga egenskaper fran R.

4. (0,3p) Méangderna X, Y, Z har |X| = k < |Y| = m < |Z] = n. Vi soker antalet par
fig),dar f: X =Y, g: Y — Z, sadana att gf: X — Z &r en injektion.

Losning: f maste vara en injektion (om f(z1) = f(z2) dr (9f)(x1) = g(f(21)) = g(f(22)) = (9f)(x2)),
sa den kan valjas pa (m)r = (mL_'k), satt. g:s restriktion till f[X] = {f(z) | = € X} maste
ocksa vara en injektion (g(f(z1)) = g(f(z2)) skulle ge (gf)(z1) = (¢f)(z2)). |f[X]| = |X| =k, sa g
pa f[X] kan véljas pa (n), = (n%‘k), sitt och ¢:s vriga viirden sedan pa n™* sitt.

Det totala antalet par (f, g) blir (multiplikationsprincipen) Onmf‘k)' . (nﬁi‘k)' . ’I’Lm_k

mlnln™"k

Svar: Det sokta antalet ar k) (k)"




i |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 o
5. m,o € Sy gesav w(@ | 9 11 2 3 10 1 4 5 6 8 7 . Visoker (a, 0,2p) an-
o (i) 100 1 3 9 5 4 2 6 8 7
talet 7 € S1; med 77 = o7 och ett sddant 7 och (b, 0,3p) alla 7 € S1; med 77 = o7~ L.

Loésning: Pa cykelform: 7= (196)(211743)(5108), c =(111743)(2108)(596).

a. Tm =07 < o =17 ' = (7(1) 7(9) 7(6)) (7(2) T(11) 7(7) 7(4) 7(3)) (7(5) T(10) T(8)).
7(1) kan véljas pa 6 sétt (de i o:s 3-cykler), valet bestdmmer 7(9), 7(6),

7(2) kan véljas pa 5 sétt (de i o:s 5-cykel), valet bestdmmer 7(11), 7(7), 7(4), 7(3),

7(5) kan véljas pa 3 sétt (de i o:s andra 3-cykel), valet bestdmmer 7(10), 7(8).

Totalt finns det alltsa 6 -5 -3 = 90 olika mOJhga T (multiplikationsprincipen). De 7forsta” valen
ger exemplet T = (1 2)(3)(4)(5)(6 8)(7) (9 10)(11) = (1 2)(6 8)(9 10) (r = 77!, sd en 16sning i b).
b.rr=orlermr=0cs (tr)2=0r=(16114)(27310)(589).

En k-cykel kvadrerad #r en k-cykel (om k #r udda) eller tva £-cykler (k jamnt). 7m maste
besta av en 8-cykel (4 méjliga, 4-cyklerna ” tracklas ihop”) och en 3-cykel (entydigt bestamd),
rr=(1267113410)(598), (1106211743)(598), (136101124 7)(593)
(1763111042)(598), vilka ger 7 = (rm)r— 1 = (17310924 11 6 8)(5),

(12)(3)(4)(5)(6 8)(7)(910)(11), (110937268114)(5), (13211)(468)(5)(7109).
Svar a: Det finns 90 sddana 7, daribland (1 2)(6 8)(9 10),

b: Det finns 4 sddana 7, ndmligen (17310924 116 8), (1 2)(6 8)(9 10),
(11093 7268114) och (13211)(468)(7109).




