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MATERIAL TILL KURSEN
SF1662, DISKRET MATEMATIK FOR CLGYM1, TSVDK2:

Om plana och planara grafer

I manga sammanhang (t.ex. vid konstruktion av elektriska kretsar) &r det
intressant att veta om en viss graf kan ritas i planet utan att nagra kanter
korsar varandra (kanterna behéver inte ritas som réta linjer, andra (snélla)
kurvor ar tillatna).

Definition: En plan graf ar en "konkret graf” i ett plan, dar hornen ar olika
punkter i planet och kanterna ér kurvor som forbinder sina hérn, utan att olika
kanter korsar varandra (annat &n i hornen).

Definition: En graf G = (V, E) &r planar om den &r isomorf med en plan
graf.

G ér alltsa planér precis om den kan ritas (i ett plan) utan att nagra kanter
korsar varandra. En graf kan mycket vél vara planar aven om den ar ritad
med korsande kanter, huvudsaken ar att det ar majligt att undvika korsningar.

Man kan forstas stalla sig fragan om en given graf gar att rita utan korsande
kanter pa nagon annan yta an ett plan. Om detta kan man lésa i litteraturen,
vi noterar bara att det inte forandrar nagot om man betraktar en sfar i stallet
for ett plan:

En graf kan ritas utan korsande kanter pa en sfar precis om den kan det i
ett plan.

Om grafen ar ritad i planet kan man namligen ta en stor cirkel utanfor grafen
och 7dra ihop” den (men inte det som ligger innanfor cirkeln) till en punkt.
Detta ger en sfar med grafen ritad pa sig. Omvéant kan en sfar med grafen
ritad pa sig ”6ppnas” i en punkt som varken &r ett horn eller ligger pa en kant.
Detta ger en plan version av grafen.



Eulers polyederformel

Kanterna (och hérnen) i en plan graf delar in planet i sammanhéngande

omraden, vilka vi for enkelhets skull kommer att kalla ytor. (Andra anvinda
termer &r delytor, regioner och fasetter.)
Om man ritar samma planéra graf pa olika sétt (som plana grafer) kan ytorna
se olika ut. Foljande sats, som ar vart huvudresultat, visar dock att antalet
ytor (dar vi rdknar med den obegrinsade ytan) &r oberoende av hur grafen
framstélls som en plan graf.

Sats:
Om en plan graf har v horn, e kanter, r ytor och ¢ komponenter, galler

v—e+r—c=1.
Om grafen &r sammanhingande géller speciellt (Eulers polyederformel)

v—e+r=2.

Exempel:

: 8
v—e+r—c=8-10+4-1=1

v—e+r—c=12-16+6—-1=1
Tillsammans (som en graf) v —e+r—c=20—-26+9—-2=1

Namnet ”polyederformel” kommer av att Euler studerade konvexa polyedrar.
De svarar (via projektion mot en punkt inuti) mot grafer pa en sfar och dérmed
mot plana grafer. r ar da antalet sidoytor hos polyedern. For en kub t.ex. far
man v —e—+1r=8— 12+ 6 = 2, sa det stammer.

Bevis: Induktionsbevis, med induktion over e, antalet kanter.

Bas: Om e = 0 bestar grafen bara av v isolerade horn, det finns bara en
yta, r = 1, och varje horn ar en egen komponent, c = v, sav—e+1r —c =
v—0+41—wv = 1. Basfallet ar alltsa klart.

Steg: Antag att pastaendet stammer for alla plana grafer med k kanter och
betrakta en plan graf G med e = k + 1.

Bilda grafen G’ genom att ta bort en kant ¢ (men inte nagot horn) fran G.
Da har G och G’ samma horn, sa v/ = v, och G’ har en kant mindre 4n G, sa
¢’ = e —1 = k. Enligt induktionsantagandet ar v’ — e’ +7r' — ¢’ = 1.

Fall 1: Ytorna pa 6mse sidor om ¢ &r samma yta (som i den vénstra grafen
ovan), dvs det finns en kurva i planet som utan att korsa nagon kant eller nagot
horn i G forbinder e:s bada sidor. Komponenten i G som inneholl € har da
delats upp i tva komponenter i G’, men ytorna ar lika manga. Man har alltsa
r’=rochc =c+1,saidettafall fasv—e+r—c=v'—(e'+1)+r'—(c'—1) =
v'—e'+r’—c¢ =1, sa pastaendet giller for G.

Fall 2: Ytorna pa 6mse sidor om e &ar olika ytor (som i den hogra grafen
ovan), sa de forenas till en nir kanten tas bort, r’ = r — 1. Om vi foljer
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kanterna ldngs en av ytorna ”at andra hallet” (bort fran ¢) far vi en stig som
forbinder hornen i e:s dndar. Eftersom vi inte ar i fall 1, ar detta en stig i
G’', sa G’ har lika manga komponenter som G, ¢/ = ¢. I detta fall fas alltsa
v—e+r—c=v'—(e'+1)+(r'+1)—c' =v'—e'+1r'—c' =1, sa pastaendet
galler ater for G.

Déarmed &r ocksa induktionssteget klart och pastaendet foljer.

Som man kan se av beviset, géller formeln i satsen for allménna grafer (&ven
med Oglor och multipla kanter). Man kan till och med tillata ”fria kanter” utan
horn, dvs slutna kurvor (som komponenter raknas dock bara sammanhéngande
delar som innehaller minst ett horn).

Foljder av polyederformeln

Eulers polyederformel kan anvéndas for att finna noédvandiga villkor for att

en graf skall vara plandr. Eftersom v, e och ¢ ar oberoende av hur vi ritar
grafen, soker vi uttrycka villkoren i dem genom att eliminera r.
For en enkel plan graf (utan églor och multipla kanter, dvs en sadan graf
som vi sysslar med) géller att varje yta maste ha minst tre kanter. (Med ett
undantag, faktiskt. Om grafen bara innehaller en kant, som t.ex. K5, har
den enda ytan bara tva kanter (som &r samma réknad tva ganger). Vi kréaver
darfor att e > 2.) Om vi ténker oss att ”dela kanterna pa langden” kan vi till
varje yta fora minst % kanter, sa e > %T (det &r samma typ av resonemang
som ndr man visar ”handslagslemmat”).

Vi far for en plan (enkel) graf r < 2¢, 88 1 =v—e+r—c<v—3ie—c dvs
3v>e+3(c+1),sa
Foljdsats 1:
For en planar graf med v horn, e kanter och ¢ komponenter géaller om e > 2
3v>e+3(c+1).
Om grafen &r sammanhingande (¢ = 1) géller speciellt
3v > e+ 6.

Likhet géller precis om alla ytor (&ven den obegrinsade ytan) har exakt tre
kanter (for en, och didrmed alla, plana versioner av grafen).

Exempel:

Grafen Ky ar sammanhangande och har v = 5,
e = 10, sa 3v = 15, e + 6 = 16, olikheten i satsen
ar inte uppfylld, sa

Den fullstandiga grafen K5 ar inte planar.
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For en bipartit graf vet vi att alla cykler har jamn ldngd, sa varje yta i en
bipartit, enkel plan graf har minst fyra kanter (liksom nyss krivs e > 2). Sa pa
samma sitt som ovan fas att e > 2r, dvsr < %e, sal=v—etr—c< v—%e—c,
alltsa 2v > e+ 2(c+ 1), sa

Foljdsats 2:
For en bipartit, planar graf med v horn, e kanter och ¢ komponenter géller om
e> 2
20 >e+2(c+1).
Om grafen d&r sammanhingande (c = 1) géller speciellt

20> e+ 4.

Exempel:

Den bipartita grafen K3 3 ar sammanhangande och
har v =6, e =9, sa 2v = 12, e+ 4 = 13, olikheten
i satsen ar inte uppfylld, sa

Den fullstandiga bipartita grafen K ; ar inte
planar.

En f6ljd till

Ur féljdsats 1 och handslagslemmat far man 6v > 2e+6(c+1) = >, d(x) +
6(c+1) > > . 0(x). Eftersom £, 0(z) ar medelvérdet av hornens
valenser far vi att for en planir (enkel) graf dr medelvardet av hornens
valenser < 6. Speciellt finns det alltid minst ett horn av valens < 5.

Kuratowskis sats om planaritet

I sjalva verket ar K5 och K33 de enda hindren for planaritet, varje graf som
ar icke-planar innehaller minst en av K5 och Kj33. Har kan ”"innehaller” tolkas
pa tva satt:

Kuratowskis sats (1930): Grafen G é&r icke-plandr omm en graf som ar
isomorf med Kj eller K33 kan fas fran en delgraf till G genom att ”sudda ut”
ett antal (0 eller fler) horn med valens 2 (och bevara en kant mellan deras
grannar).

Wagners sats (1937): Grafen G ar icke-plandr omm en graf som ar isomorf
med Kj eller K33 kan fas fran en delgraf till G genom att kontrahera ett antal
(0 eller fler) kanter (”dra ihop” hornen vid kanten till ett nytt horn).

En delgraf till G' ar forstas en graf som kan fas fran G genom att ta bort ett
antal (0 eller fler) htrn och deras kanter och ett antal (0 eller fler) kanter.

Villkoret i Wagners sats kallas att K eller K33 ar en minor till G. Man vet
att det for varje yta finns ett andligt antal grafer sa att grafen G kan ritas pa
ytan utan korsande kanter omm ingen av dem ar en minor till G. For sfaren
ar antalet alltsa 2. For torusen dr antalet oként, men det &r minst 16000(!).

Vi visar inte Kuratowskis och Wagners satser har utan hanvisar till littera-
turen. Satsen om det dndliga antalet féorbjudna minorer dr djup (beviset ut-
nyttjar en sats som Robertson och Seymour formulerade 1987, men avslutade
beviset for forst 2004).



Regelbundna polyedrar

Vi skall se vilka mojligheter som finns for en sammanhangande, plan ”dubbelt

reguljar” graf. Med detta menar vi har att alla horn har samma valens, n > 3,
(dvs grafen &r n-reguljér) och alla ytor (ocksa den obegrinsade ytan) har
samma antal, m > 3, kanter.
En regelbunden polyeder ar en konvex polyeder med alla sidoytor regel-
bundna m-horningar och alla horn kongruenta. Det ar sedan antiken kéant att
de enda regelbundna polyedrarna ar de platonska kropparna, tetraedern,
hexaedern (kuben), oktaedern, dodekaedern och ikosaedern. Den plana graf
som svarar mot en regelbunden polyeder ar dubbelt reguljar och vi skall se att
de villkor for v, e, r,m,n som géller for en plan graf racker for att visa att de
platonska vardena ar de enda mojliga.

Som i forra avsnittet har man

v—e+r =2, 2e = nv = mr.

Detta ger

2=2_¢+ 2 = (2m—mn+2n)-<

och det maste gélla att 2m — mn + 2n > 0, vilket ar detsamma som att

(m—2)(n—2) < 4.

Eftersom m,n > 3 blir de enda mojligheterna

v e r platonsk kropp

4 6 4 tetraeder

6 12 8 oktaeder
30 20 ikosaeder

8 12 6 hexaeder
20 30 12 dodekaeder

CUbs W w w| 3
W W Otk W3
—_

)

v, e, r fas har fran uttrycken ovan:

Figurerna visar ”dubbelt reguljara” plana grafer som motsvarar var och en av
de mojliga kropparna:



?Tetraeder”

m=mn=3 ”Oktaeder”
m=3n=4

” Tkosaeder”
m=3n=>5

”Hexaeder”
m=4n=23

” Dodekaeder”
m=5n=23

Fyrfargssatsen

En hypotes som ldnge var obevisad &r att for varje karta (plan eller pa en

sfér) ricker fyra farger for att farga linderna (som forutsitts sammanhéngande)
sa att tva lander som har en gemensam grans alltid har olika farger. Hypotesen
formulerades redan 1852, blev spridd 1878 och bevisades (med stor anvéndning
av dator i beviset) forst 1976.
Néar fyrfargssatsen formuleras i grafteoretiska termer uttrycks den oftast inte
for grafen som har granserna som kanter och landerna som ytor, utan for den
duala grafen med linderna som horn och kanter mellan lander som har en
gemensam grans. Varje plan graf kan fas som dual till en karta, sa satsen kan
formuleras:

Sats Om grafen G &r planar ar x(G) < 4.

Beviset ar mycket (forvanansvéart?) omfattande, vi hoppar 6ver det.
[ stéllet skall vi se hur féljande (enklare!) sats (sexfargssatsen) direkt foljer
ur det vi visat om planara grafer:

Sats Om grafen G &r planar ar y(G) < 6.

Bevis: Induktionsbevis, med induktion 6ver v, antalet horn i G.
Bas: Om v = 1 kan grafen forstas fargas med en farg, x(G) = 1 < 6, sa
basfallet ar klart.
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Steg: Antag att pastaendet ar sant for v = k, dvs att alla plandra grafer med
k horn kan fargas med hogst 6 farger.

Lat G ha k+1 horn, vi skall med hjalp av induktionsantagandet visa att ocksa
G kan fargas med hogst 6 farger.

Eftersom G &r plandr, har den (enligt exemplet i avsnittet om foljder av
polyederformeln) ett hérn med valens < 6. Lat G’ vara grafen G med det
hornet och alla kanter till det borttagna. G’ har da k hérn och kan enligt an-
tagandet fargas med hogst 6 farger. Genom att farga det aterstaende hornet
i G med en fiarg som inte anvéants for dess hogst 5 grannar, far vi en fargning
av G med hogst 6 farger.

Dérmed &r induktionssteget klart och pastaendet foljer.

Aven femfirgssatsen kan bevisas pa liknande (men lite krangligare) sétt:

Sats Om grafen G &r planar ar y(G) < 5.

Bevis: Induktion 6ver antalet horn, som i beviset ovan.

Bas: Som ovan.

Steg: Som ovan tas ett horn med valens < 5 (vi kallar det vg) bort och resten,
G’, fargas med hogst 5 farger. Om vy:s grannar anviander hogst 4 farger kan
v tydligen ges en ledig farg och steget ar klart i det fallet. Om vy har fem
grannar och fargningen av G’ ger dem alla olika farger, gar det att modifiera
fargningen av G’ sa att tva av grannarna far samma farg. Om vi visar det
foljer induktionssteget och beviset av satsen ar da klart.

U2

g
Antag alltsa att vy har 5 grannar (i ordning
v1,...,0s5) som i fargningen av G’ fatt fargerna
a,3,7,90,¢e, se fig. (hornen vq,...,vs kan forstas
ha fler kanter, inbordes och till resten av G'). g
Om det gar en ay-stig (dvs en stig vars alla horn
har farg « eller v (alternerande forstas)) mellan vy
och vz, kan det inte ga nagon [d-stig mellan vy och v S U5
vy, eftersom G’ ar plan och sadana stigar inte kan
korsa varandra.
I sa fall kan vi byta farg, 6 mot 8 och § mot 9, for alla horn som kan nas med
en (d-stig fran vy. Detta ger tydligen en ny tillaten fargning av G’, déar bade
vy och vy har fargen (. I det motsatta fallet, att det inte finns nagon a~y-stig
mellan v; och v3 kan fargningen pa motsvarande satt andras sa att bade v,
och vz har fargen «. Saken &r klar.

U3
Vo

Stigar (ay- och $0-) som de i beviset brukar kallas kempekedjor efter Alfred
Kempe som anvénde dem i ett "bevis” for fyrfargssatsen 1879 (vilket forst
1890 visades vara felaktigt).

Ett alternativ till beviset med kempekedjor ar att, om vy har 5 grannar, notera
att det finns tva av vq,vs,...,vs som inte dr grannar (eftersom Kj inte ar
plandr). Lat G” vara G’ med de tva icke-grannhérnen identifierade. G &r
planér (inga kantkorsningar uppstar i en plan ritning av G om de tva hérnen
bada "ror sig” in till vg) och har farre hérn &n G. En femfirgning av den
(finns enligt induktionsantagandet) ger en av G’ dér vg:s grannar anvénder
hogst fyra farger.

Beviset av fyrfargssatsen grundar sig pa samma grundlaggande induktion, men

U1
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man finner en mer komplicerad méngd av oundvikliga konfigurationer sa
att nagon av dem maste finnas i varje planér graf (motsvarande konfigura-
tionen med ett horn av valens < 5 ovan) och visar att var och en av dem
ar reducibel, dvs att en fargning av grafen med den borttagen leder till en
fargning av hela grafen (motsvarande induktionssteget ovan).

I det ursprungliga beviset for fyrfargssatsen fran 1976 anvandes 1936 ound-
vikliga konfigurationer och stora delar av beviset att dessa alla ar reducibla
genomfordes av en dator. Senare har antalet konfigurationer kunnat forbattras
till 633 stycken. Fortfarande ar datorn dock nodvandig for att genomfora be-
viset (pa rimlig tid).

Ovningar

1. T en sammanhéngande plan graf har alla horn valens 3 eller 5. Antalet horn
ar 12 och antalet ytor ar 11. Hur manga horn har valens 3 och hur manga har
valens 5?7

2. I en 3-reguljar, plan, ssammanhangande graf har alla ytor antingen 4 eller 6
kanter (ocksa den obegrénsade ytan). Hur manga ytor har 4 kanter?

3. For vilka n € N ar den fullstandiga grafen K, planar?

4. For vilka m,n € N ar den fullstdndiga bipartita grafen K, , planar?

Svar

1. 9 resp. 3

2. 6st

3. Férn=1,2,3,4.

4. For alla m,n med m < 3 eller n < 3 (eller bada).



