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Om gruppers verkan pa
mangder

Inledning.

Som en ”tillampning” av den gruppteori vi har lart oss skall vi studera ett satt
att anvinda den for att bl.a. 10sa vissa kombinatoriska problem.

Ett typiskt exempel: Antag att vi skall farga varje sida av en kub med
en av tva farger, rod och bla. Pa hur manga olika siatt kan det ske? Tva
fargningar betraktas har som olika precis om man inte kan rotera kuber med
de fargningarna sa att kuberna efter rotation ser exakt lika ut.

Det finns forstas bara ett satt att farga alla sidor roda och ocksa ett satt att
farga alla blaa. Med en sida bla och resten roda kan man ocksa bara farga pa
ett sétt (man kan ju rotera kuben t.ex. sa, att den bla sidan ar 6verst), liksom
med en réd och resten blaa. Med tva blaa och fyra roda gar det pa tva satt,
med de tva blaa mittemot varandra eller kant i kant. Likasa med tva réda
och fyra blaa. Aterstar fallet med tre av varje firg. Ocksa i det fallet gar det
pa precis tva olika sétt, tva roda maste ligga kant i kant och bara tva val av
den tredje roda ger vésentligt olika fargningar (antingen med alla sidor kring
ett horn réda eller med tva motstaende sidor och en till roda). Totalt blir det
1+414+2+4+2+4+2+4+1+4+1 = 10 olika fargningar.

Sa, det gick bra att fa fram antalet med lite funderande, men hur manga olika
fargningar finns det om man har tre farger (rod, bla och grén)? Om man har
k farger? Om man fargar sidorna av en ikosaeder i stéllet? Om man fargar
bade hérnen och sidorna (med k respektive [ firger)?

Det gar forstas att 16sa de mer komplicerade problemen med resonemang,
liknande det vi gjorde nyss, men det blir ganska krangligt. Nedan skall vi se
hur man kan 16sa den typen (och en del andra) av problem systematiskt, med
hjalp av gruppteori. For det behover vi forst studera hur en grupp kan verka
pa en mangd (som t.ex. elementen i kubens symmetrigrupp roterar kuben).



Grupper som verkar pa mangder

Flera av de grupper vi bekantat oss med i kursen har varit definierade som
mangder av funktioner, med gruppoperationen tolkad som sammansattning
av funktioner. T.ex. bestar G av vissa funktioner (rotationer och spegling-
ar) som avbildar planet pa sig sjélv och S,, bestar av bijektioner av méngden
{1,2,...,n} pa sig sjilv. Vi formaliserar nu vad vi menar med att en grupp
verkar pa en méngd.

Definition: En verkan av gruppen G pa mangden X bestar av en funk-
tion ¢ : G x X — X med egenskaperna

1: o(g,0(h,z)) = p(gh,x), for alla g, h € G och alla z € X,

2: p(1,x) =z for alla x € X (1 &r identitetselementet i G)
Normalt anvander man ett enklare skrivsatt och undviker ¢, genom att skriva
gx i stéllet for ¢(g, x). Kom dock ihag att gx (oftast) inte star for en produkt
i gruppen G, i allménhet dr z ¢ G. Med detta enklare skrivsitt blir villkoren
ovan

1: g(hx) = (gh)x, for alla g,h € G och alla z € X,

2: lx =z for alla x € X (1 &r identitetselementet i G)
Elementen i G' "tolkas” alltsa som bijektioner (¢7!(gz) = g(¢7'z) = lz =z
foralla g € G,z € X) av X pa X (dvs permutationer), med gruppoperationen
"representerad” som sammansattning av funktioner.

Definition: Om G verkar pa X och z € X kallas G, = {g € G | gz = =}
for stabilisatorn for x.

Sats: Om G verkar pa X och z € X ar G, en delgrupp till G.

Ty: 1. G, # @ (lx =x),2. g,h € G, = gh € G, ((gh)x = g(hx) = gz = x)
och3. ge G, =g 'eG, (g7 =g gz) = (¢g7'g)r = 1z = z) visar att
G, C G ar en delgrupp till G.

Exempel: Minns Gg = {4, 7,72, r3 x,xr, xr? xr3} dir x och r verkar enligt:
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Punkterna a,m, £ i figuren t.h. har stabilisatorerna

G, ={i,ar}, G,, = Gg, Ge = {i}
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Exempel: Om S3 som vanligt &r gruppen av permutationer av {1,2,3}, ar

(S3)1 = {id, (23)}.

Definition: Om G verkar pa X och z € X &r banan for z (eller trajektorian,
eng. orbit) méngden Gx = {gz | g € G}.

Observera att beteckningarna ar forradiskt lika, men medan G, C G (t.o.m.
en delgrupp) ar Gz C X.

Om man definierar en binar relation ~ pa X enligt z ~ y omm det finns
g € G med y = gr ar ~ en ekvivalensrelation och Gx ekvivalensklassen som
innehaller x.



Definition: Om G verkar pa X och z,y € X, lat
Gosy = {9 € G| gz = y}.

Speciellt ar tydligen G,_., = G,.
Sats: Om G verkar pa X och z,y € X, h € G,_,, galler

G.—y = hG, = G,h.
Ty: g € hG, = g =hg'med g’ € Gy, sa gr = h(g'x) = hx = yoch g € G,_,,
g€ Gyyy = hlg € G, och g € hG,. Sabade hG, C G,y och G4y C WG,
Gy—y = Gyh visas pa motsvarande satt.
G,y ar alltsa bade vanster- och hogersidoklass, normalt till olika delgrupper.
|G.| omy e Gx
0 omy ¢ Gz,
sidoklass till G, och i det andra fallet ar G,_,, = @, ty y # gz for alla g € G.

Man far att |G,_,| = ty 1 det forsta fallet ar G,_,, en

Sats: Om gruppen G verkar pa mangden X och z € X galler
G| = |Gal - |G|

Ty: Varje vanstersidoklass till G, har |G,| st element och &r som vi sett
hG, = Gy, Deras antal ar lika med antalet olika hz, dvs |Gz|.

Exempel: Hur manga rotationssymmetrier har en kub?

Kalla gruppen av kubens rotationssymmetrier for G och lat x vara ett av
kubens horn. Da bestar G, av de rotationer som ldmnar z invariant, dvs de
tre rotationerna (0, :i:%”) kring en axel genom kubens medelpunkt och hornet
z. Sa |G,| = 3. Banan for x bestar av alla punkter som z kan roteras till av
symmetrier, tydligen alla kubens horn, sa |Gz| = 8. Alltsa ar |G| = 3-8 = 24.
Alternativt: Lat x vara mittpunkten pa en av kubens sidor. Da &r i stéllet
|G| = 4 (rotationer 0, £7, 7 kring en axel genom medelpunkten och z) och
|Gz| = 6 (banan bestar av alla sidornas medelpunkter). Sa |G| =4 -6 = 24.

Om man later z vara mittpunkten pa en kant far man p.s.s. |G| =2-12 = 24.

Man kan ocksa rakna elementen i G: 1 identitetsavbildning, 8 rotationer %’r
kring axlar genom motstaende horn, 6 rotationer 7 och 3 rotationer 7 kring
axlar genom motstaende sidoytors mittpunkter och 6 rotationer 7 kring axlar

genom motstaende kanters mittpunkter. |G| =148+ 6+ 3+ 6 = 24.

Exempel: Hur manga rotationssymmetrier har en ikosaeder?

Kalla ikosaederns symmetrigrupp for G och lat z vara ett av hérnen. Da
bestar G, av de rotationer som lamnar x invariant, dvs de fem rotationerna
(0, j:%”, j:%”) kring en axel genom ikosaederns medelpunkt och hérnet z. Sa
|G.| = 5. Banan for x bestar av alla punkter som x kan roteras till av sym-
metrier, tydligen alla hornen, sa |Gz| = 12. Alltsa ar |G| = 5 - 12 = 60.
Som for kuben kan man alternativt lata x vara mittpunkten pa en sidoyta eller
en kant och fa |G| = 3 - 20 respektive |G| = 2 - 30.

Man kan ocksa rakna elementen 1 G: 1 identitetsav-
27

bildning, 12 rotationer = och 12 rotationer 4?” kring I
axlar genom motstaende horn, 20 rotationer %” kring
axlar genom motstaende sidoytors mittpunkter och 15

rotationer 7 kring axlar genom motstaende kanters
mittpunkter. |G| =1+ 12 + 12+ 20 + 15 = 60.



Bevis med hjalp av gruppverkan

Vi ger tva exempel pa hur man kan anvinda resonemang om gruppverkan och
deras banor for att bevisa satser, dels for ett resultat om centrum for grupper
av ordning p", p ett primtal och n > 1, och dels Fermats sats om primtal som
kan skrivas som en summa av tva kvadrater.

Grupper av ordning p™, p primtal
Lat p vara ett primtal och G en grupp med |G| = p", ddr n € Z,..

Vi minns att Z(G), centrum for G, bestar av de element i G som kom-
muterar med alla G:s element, dvs Z(G) = {z € G | zg = gz for alla g € G}.

G verkar pa sig sjialv med konjugering, g(h) = ghg™! for g € G, h € X(= G)
(vi skriver forstas g(h), i stéllet for gh, for att inte forvixla det med gruppoperationen). Eftersom
ghg™ = h & gh = hg ir med denna verkan Gj, = {g € G | gh = hg} = C(h),
centralisatorn till & i G. Speciellt géller, om G(h) betecknar banan for h, att
he Z(G) & |G(h)| =1,

ty |G| = |Gn| - |G(R)| = |C(h)] - |G(h)] och h € Z(G) < C(h) =G.

Eftersom |Gy| - |G(h)| = |G| = p" &r |G(h)| = p* for nagot k > 0, alla h € G.
Om vi tar ett element h; i varje bana och sitter |G(h;)| = p*i, bestar Z(G)
precis av de h; som har k; = 0. X(= @) &r en disjunkt union av banorna, sa

Pt =G =Y 1Gh) =D =12+ D
i ) ¢ med k; >0

Hér dr vL och andra termen i HL bada delbara med p, sa det ar |Z(G)| ocksal
1€ Z(G),sa |Z(G)| > 0 och vi har visat

Sats: Om G é&r en grupp, |G| = p", p ett primtal och n € Z, &r |Z(G)| > p.
Exempel: For kvadratens symmetrigrupp Go fann vi |Gg| = 8 = 23, sa enligt
satsen ar |Z(Gp)| > 2. Det stammer, vi vet ju att Z(Ga) = {i,72}.

Da n = 2 kan vi siga mer. Om |G| = p? ar |Z(G)| enligt ovan p eller p?.
Antag att |Z(G)| =poch att g € G\ Z(G). Z(G) C C(g) och g € C(g), sa
|C<g)| > p och darfor O(g) =G (|C(g)] ’ |G|, ty C(g) &r en delgrupp till G) och alltsa
g € Z(G), motsagelse. Sa |Z(G)| = p?, dvs Z(G) = G och det foljer

Foljdsats: Om G ir en grupp, |G| = p? och p ett primtal, &r G abelsk.

Om summor av tva heltalskvadrater

I materialet ”Mer om faktorisering” ndmndes Fermats sats att varje primtal p
som dr = 1 (mod 4) kan skrivas som en summa av tva kvadrater (av heltal).
Vi skall visa det. Vi kommer att anvénda resultat om faktorisering i Z[i], sa
det kan vara bra att repetera det.

Hjalpsats: Ett primtal p kan skrivas som en summa av tva kvadrater om och
endast om det ar reducibelt i Z[i], de gaussiska heltalen.
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Ty: (=:) Om p = a®+b* ar p = (a + bi)(a — bi) och ingen av faktorerna ar
en enhet i Z[i].

(<:) Om p = (a + bi)(c + di), dér ingen av faktorerna &r en enhet i Z[i], ar
p? = [p]* = (a®>+0?)(c*+d?) och a®>+b*,*+d*> > 1. Daar a®>+0*> = 2+d* =p
(och ¢+ di = a — bi).

For att visa att ett godtyckligt primtal =4 1 ar reducibelt i Z[i] anvander vi ett
fiffigt resonemang om banor, liknande det vi férde i det forra avsnittet. Lat X
vara mangden Z, \ {0} = {1,2,...,p—1} och definiera A, u, v : X — X enligt
Mz) = —z, p(z) = 27 och v(z) = —2z~! (rdknat 1 Z,). Eftersom \? = p? = id
och A\pp = pA = v ér G = {1, A\, u, v} en abelsk grupp, = (Zg, +) X (Za, +), och
G verkar pa X.

For att se hur stora motsvarande banor Gz kan vara, ser vi vilka stabilisatorer
G, som finns. Det finns inget € X med z = A\(x), ty + = —z = 22 = 0 och
det ar omdjligt i Z, da = # 0 och p ar udda. x = u(z) betyder att z = 27,
dvs 22 — 1 = (z + 1)(z — 1) = 0, med l6sningarna z = 41 och inga andra.
r = v(z) slutligen betyder x = —z7!, dvs 22 +1 =0. 22+ 1 =9>+1 &
v — 2= (y+x)(y —x) =0 < y = +x. Det finns alltsa inget eller precis tva
x € X som uppfyller z = v(z).

De enda banorna i X som inte har 4 element &r alltsa {1, —1} (finns sikert)
och {z, —x}, dir 2> = —1 (finns kanske). Men antalet element i X &r p — 1,
som ar delbart med 4, och X &r en disjunkt union av banorna. Det betyder
att det verkligen finns ett x € Z, med 22 +1 = 01 Z,. x som element i Z
uppfyller alltsa p | 22 + 1 = (x 4+ 4)(x — i) i Z[i]. Om p vore irreducibelt i
Z[i] skulle p | (x + 1) eller p | (x — i), men ingendera kan gélla, ty p 1 1. Med
hjélpsatsen ovan far vi alltsa

Sats (Fermat): Om p ir ett primtal, p =4 1, finns a,b € Z sa att p = a® + b2
(Eftersom faktoriseringen av p i Z[i] ar entydig, ar {a, b} entydigt bestamd (bortsett fran tecken).)

2 = 12 + 12 och eftersom en summa av tva heltalskvadrater ar =4 0,1 eller 2,
kan inget tal=4 3 skrivas som en sadan summa. A andra sidan ir 21 =, 1,
men 21 ar inte en summa av tva kvadrater, och 65 ar inte ett primtal, men
65 = 82 + 12 = 72 + 42. Vilka naturliga tal n, primtal eller inte, &r summor av
tva kvadrater?

For att besvara den fragan utnyttjar vi vara kunskaper om faktorisering i Z[i].
Om n = a® +0* = (a + bi)(a — bi), faktorisera a + bi i gaussiska primtal.
a+bi =u(l+i)kg...q p1...pm, dir u dr en enhet, k,I,m € N, |g;]|* &r
primtal =4 1 och p; ar primtal =4 3. Da ar den reella primtalsfaktoriseringen
n=2%g1|%. .. |g|?p?...p2, och omvint, om n har denna form (med jamna potenser
av alla primtal som &r =4 3) kan det faktoriseras som n = (a + bi)(a — bi) = a® + 1?,
sa

Sats: Om n € N finns a,b € N sd att n = a? + b*> omm alla primtal som &r
=, 3 forekommer med jamn potens i n.

Exempel: 65 =5-13=(2+44)(2—14)(3+2:1)(3 —2¢) = [(2+14)(3 4+ 29)][(2 —
)(B3—=20)]=A+T7)4-Ti)=[(2—1)(34+2)][(2+4)(3—2i)] = (8+1)(8 —1).
Som i exemplet inser man att uppdelningen i tva kvadrater ar (vésentligen)
unik precis om hogst en primfaktor i n ar =4 1.



Antalet banor da G verkar pa X

Vi skall harleda ett enkelt uttryck for antalet banor da gruppen G verkar pa
mangden X. I nasta avsnitt skall vi se hur vi kan anvanda det for att finna
t.ex. antalet vasentligt olika fargningar av kubens sidor.

Om vi summerar @ for alla z € X kommer termerna fran alla x i samma
bana att ge exakt 1, sa hela summan ger antalet banor (|Ga:| 4r ju antalet element i
:s bana). Genom att anvinda att |G| = |Gz|- |Gy, sa |GI| = ‘|GG‘| far vi antalet
banor for G:s verkan pa X:

2}(@:@;‘% EDIDIEETLD DD IEEEE D Wb}

zGX geG QGG zeX gEG
g:]c =z gr=x

dir X, = {r € X | gr = x}, de = som inte &ndras da g verkar, sa

Sats (Burnsides lemma)' Om G verkar pa X ar antalet banor

Xgl,dar Xg={z € X |gr =2
= g
geG

|G|

(Kallas ”Burnsides lemma”, trots att Burnside varken upptéckte det eller pastod sig ha gjort det.)

G verkar pa en fargning av en mangd

Hittills har vi betraktat en grupp G som verkar pa en mangd som varit en ge-
ometrisk figur eller liknande. For att kunna anvanda var teori for att berdkna
antal olika farglaggningar av t.ex. en kub, infér vi nu mangden av fargningar
av ett objekt (eller en méngd).

Om G verkar pa en méngd M (t.ex. méngden av de sex sidoytorna pa en kub)
verkar G ocksa pA CM = {f : M — C}, mingden av C-virda funktioner

pa M, enligt
(9f)(m) = f(g~'m),

dvs sa att viardena ”foljer med” i G:s verkan (f(g~'m) ér virdet i den punkt som efter

g:s verkan hamnar i m).

Om C #r en mingd farger ir CM mingden av fargningar av M och banorna
svarar mot de ”vasentligt olika” fargningarna (dvs sidana som inte kan Gverforas i

varandra med nagot g € G).

Detta definierar en verkan pa CM, ty for f,g,1 € G, f € CM, m € M:
((gh)f)(m) = f((gh)"'m) = f(h™*g~'m) = (hf)(g~'m) = (g(hf))(m), sa
(gh)f = g(hf) och (1f)(m) = f(1~ m) f(m),salf=f.

I exemplen nedan #ar mingden X som G verkar pa nu C™, mingden av
"fargningar” av nagon méangd M (t.ex. sidorna pa en kub, pérlor).
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Exempel: Pa hur manga (visentligt olika) sitt kan en kubs ytor fargas med hogst
k olika farger (ytorna enfirgade, forstas)?

Vi séker nu antalet banor da G (symmetrigruppen av rotationer for kuben)
verkar pa mangden X av fargningar av kubens sidor. Enligt Burnsides lemma
ar det antalet |—é| > geq | Xgl, dir | X, | nu ér antalet fargningar som inte édndras
da g roterar kuben.

Enligt ett tidigare exempel ar |G| = 24 och man far | X,| for olika typer av g:

rotationsvinkel | axel genom | antal ¢ | | X,
0 — 1 k% (g =1, sa alla fargningar)
s horn 8 k* (ytorna likfargade 3 och 31 X))
7r sidmitt 3 k* (2 par av likfirgade ytor)
z sidmitt 6 k3 (4 ytor har samma firg)
s kantmitt 6 k3 (ytorna parvis likfirgade)

(Alla rotationsaxlarna gar forstas genom kubens mittpunkt.)

Det sokta antalet fargningar ar alltsa
a7 (kS + 8k? + 3k* + 6k% + 6k%) =55 (kS + 3k* + 12k® + 8k?).
k =2 ger 10 (som i exemplet i inledningen), k = 3 ger 57, k = 4 ger 240 etc.

Exempel:

Vi séker nu antalet banor da G (symmetrigruppen av
rotationer for ikosaedern, |G| = 60) verkar pa méngden

For vart och ett av de 12 hornen av en
ikosaeder viljs en farg pa en kula som placeras dar. Hur
manga (visentligt olika) fordelningar av fargerna finns det,
om man har k olika farger pa kulor att tillga? (Detta
antal ar detsamma som antalet sétt att farga sidoytorna
pa en dodekaeder med hogst k farger.)

S
&

X av fargningar av ikosaederns horn. Som i det forra
exemplet, men med ett annat G fas:

rotationsvinkel | axel genom | antal ¢ | | X,
0 — 1 k2 (g = 1, sa alla firgningar)
e horn 12 | k* (hornen likfargade 1, 5, 5 och 1)
s horn 12 | k* (som forra)
& sidmitt 20 | k* (hornen likfiargade 3, 3, 3 och 3)
T kantmitt 15 | k% (hornen parvis likfargade)

(Alla rotationsaxlarna gar genom ikosaederns mittpunkt.)

Det sokta antalet fargningar ar alltsa
a5 (k12 + 12k* 4 12k* + 20k* + 15k5) =4 (k' 4 15K° + 44k*).
k=2 ger 96, k = 3 ger 9099, k = 4 ger 280 832 etc.
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Exempel: Hur manga vasentligt olika armband kan man skapa genom att tra
upp 6 svarta, 3 vita och en rod pérla pa en trad (och knyta ihop till en 6gla)?
Knuten kan rora sig genom parlorna och har ingen riktning.

Vi kan ténka oss pérlorna i hornen av en regelbunden (plan) 10-hérning och
symmetrigruppen G bestar av identiteten, rotationer %, %”, ce 9?“ kring en
axel genom mittpunkten vinkelrdt mot planet och rotationer 7w (5 st kring
axlar genom motstaende hérn och 5 st kring axlar genom motstaende sidor).

rotation axel antal g | | X,|
0 — 1 (61301) =840 (g = 1, sa alla fargningar)
e mitten 9 0 télen roda flyttas)
T horn-hérn 5 2 -4 = 8 (vilket axelhorn rétt? andra vitt,
vilket av 4 dvriga par vita?)
T sida-sida 5 0 (den roda flyttas)

Burnsides lemma ger det sokta antalet: %(840 +9-04+5-845-0) =44 st.



