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Lite om bevis 1 matematiken

Inledning

Bevis r centrala i all matematik. Utan (exakta definitioner och) bevis riskerar
man att ledas vilse av forutfattade meningar och illa underbyggd intuition.

Ett exempel fran analysen: om man tdnker pa begreppet kontinuerlig funktion som att
?grafen kan ritas utan att man lyfter pennan fran papperet”, ar det latt att dra slutsatsen
att en funktion som &r kontinuerlig i en punkt maste vara kontinuerlig i nagot (litet) intervall
omkring punkten. Men med en exakt definition av begreppet kontinuitet kan man faktiskt
konstruera en funktion f(x) som &r kontinuerlig for alla irrationella x, men inte f6r nagot
rationellt x.

Vi skall hér se pa ett par sitt att formalisera resonemang och bevisforing (i
forsta hand for matematik, men vi tar ibland mer ”vardagliga” exempel). I
matematiska larobocker och artiklar anvands sa gott som alltid en mer in-
formell form av bevis, men det dr da underforstatt att resonemangen ”i prin-
cip” kan formaliseras och det 6verlamnas at lasaren att forvissa sig om detta.
Anledningen till att man i praktiken undviker strikt formella bevis ar att de
oftast skulle bli otympligt langa och ”pedantiska”, men det l6nar sig anda
att studera hur de ar uppbyggda for att lara sig att anvéanda riktiga typer av
resonemang och tvartom undvika dem som leder fel.

Man kan skilja pa semantiska (som ser till betydelsen) och syntaktiska (som
ser till formen) resonemang. Forst maste vi dock ge en mer exakt, formell
beskrivning av de pastaenden vi vill bevisa och grunda vara resonemang pa.

Pastaenden

Komplicerade pastaenden kan ofta delas upp i mindre delar. Tydligen ”in-
nehaller” t.ex.

om det ar lordag, laser Lisa diskret matte

de enklare pastaendena ’'det ar lordag’ och ’Lisa laser diskret matte’. For att
visa hur det storre pastaendet byggs upp av de mindre anvander man s.k.

konnektiv. Om vi later A betyda ’'det ar lordag’ och B betyda ’Lisa laser
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diskret matte’, kan det sammansatta pastaendet skrivas
A—B

Med olika konnektiv kan man med samma A och B uttrycka t.ex.

—-A ‘det &r inte lordag’

ANB ’det ar l1ordag och Lisa ldser diskret matte’

AV B ’det ar lordag eller Lisa laser diskret matte (eller bada)’
B — A ’det ar lordag om Lisa laser diskret matte’

A< B ’det ar lordag om och endast om Lisa laser diskret matte’

De olika konnektiven kallas

negation ’'inte’ (),

konjunktion ’och’ (A),

disjunktion ’eller’ (V),

implikation ’endast om’ (—) och

dubbel implikation ’om och endast om’, 'omm’ (<).

Uttryck bildade pa detta satt kallas satslogiska sentenser och A, B ar exem-
pel pa atoméira sentenser. En sentens ér alltsa en foljd av symboler, en foljd
som kan uttrycka olika pastaenden beroende pa vilken tolkning (se nedan) vi
betraktar (lite som att bokstavsfoljden 'rolig’ betyder olika saker om vi tolkar
den som ett danskt eller som ett svenskt ord).

Det kan fortsattas:
FEz. Om den atoméra sentensen C' star for 'Det ar tentapub pa karen’,
kan den komplicerade utsagan

'Det ar inte tentapub pa karen om det ar sa att det inte ar lordag om och
endast om det bade ar sa att Lisa laser diskret matte om det ar lordag
och att det ar tentapub pa karen’

(enligt ett sitt att uppfatta den) stegvis dverséttas till en sentens enligt
”=C om det &r sa att (mA om och endast om bade (B om A) och C)”
sa ("A<((A—=B)ANC))— -C

I den forsta kursboken (DM), avsnitt 7.2, star betydligt mer om satslogik, men
allt det ingar inte i var kurs.

Ett mera uttrycksfullt logiskt sprak (och ett som normalt &r det man behéver
i matematiken) ges av (forsta ordningens) predikatlogik.

Om vi t.ex. vill uttrycka att bade Lisa och Olle ldser diskret matte, kan vi
lata D betyda 'Olle laser diskret matte’ och skriva B A D. Men i sa fall missar
vi det vasentliga att det ér tva personer som gor samma sak, i motsats till i
fallet A A B.

Predikatlogiken tillater att vi infor ett predikat L, sig, med betydelsen ’laser
diskret matte’. Om man ocksa infor namnen a for Lisa och b fér Olle, kan vi
uttrycka att bada skoter sina studier som

La N Lb

(ibland (som i bokens avsnitt 7.3, som behandlar predikatlogik) skrivs L(a) i
stallet for La.)

I matematik ar det ju normalt vasentligt att man talar om flera matematiska
objekt, som tal, funktioner eller liknande. Med predikaten P for 'ar primtal’,
U for "ar udda’ och S for "ar storre dn’ (ett s.k. tvastilligt predikat) kan vi



uttrycka att alla primtal utom det minsta ar udda som
VaVy ((Px A Py) — (Szy — Ux))

och att for varje udda primtal finns ett mindre primtal som
Vo ((Px AUzx) — 3y (Py A Sxy))

Vx och dz kan har lasas "for alla x” och ”for nagot z”.

V och 3 kallas kvantifikatorer (all- och existens-).

Vo Px betyder alltsa pastaendet ”alla objekt ar primtal”. Det ar falskt om det
handlar om alla heltal, men sant om det bara handlar om talen 3, 17 och 29.

Det for oss till fragan om vilka pastaenden som uttrycks av vara sentenser och
vad vi skall mena med att de ar sanna eller falska.

Tolkningar, sanningsvarden

Om ett pastaende som ’det ar l6rdag och Lisa laser diskret matte’ (AA B ovan)
ar sant, beror forstas helt av om det ar sant att det ar lordag och om det ar
sant att Lisa laser diskret matte.

Med en tolkning av ett satslogiskt sprak menar vi en tilldelning av san-
ningsvarden till alla atoméara sentenser. Vi betecknar har sant med 1 och
falskt med 0 och kan beskriva betydelsen av de olika konnektiven med tabeller:

p| v p qlpANg pVag  p—q  pég
1] 0 T 1] 1 1 1 1
ol 1 1 0] 0 1 0 0
inte’ 01| 0 1 1 0
00| 0 0 1 1
‘och’ ’eller’ ’medfér’ ’omm’
‘men’ "bara om’

p och ¢ star héar for godtyckliga sentenser, sa vi kan upprepa (rekursion!)
anvandningen av tabellerna for att finna sanningsvarden for mer komplicerade
sentenser, t.ex. sentensen i exemplet ovan
(-A<(A—=B)ANC)) = =C
som far sanningsvirdestabellen (en rad for varje méjlig tolkning av
spraket som bara innehaller de atoméra sentenserna A, B och C)

A B C (-A < ((A—=B) NC)) — —C
1 1 1 0 0 1 1 110
1 1 0 0 1 1 0 1]1
1 0 1 0 1 0 0 010
1 0 O 0 1 0 0 1|1
0 1 1 1 1 1 1 010
0 1 0 1 0 1 0 11
0 0 1 1 1 1 1 010
0 0 0 1 0 1 0 11

(Under konnektiven star sanningsviardet i de olika tolkningarna for
motsvarande delar. Under — i A — B star t.ex. sanningsvérdena fér A — B.
Inramat, under det hogsta konnektivet, star hela sentensens sanningsvérden.)

En tolkning av ett predikatlogiskt sprak kréver lite mer. En tolkning ges av en
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méangd, universum for tolkningen, och for varje predikat ges ett sanningsvarde
for varje element (par av element etc) i universum. T.ex. ar da

Vo (Px V Q)

sann i en tolkning precis om det for varje element i dess universum galler att
minst ett av predikaten P och @) ar sant for det.

Med hjalp av tolkningar kan vi definiera att en sentens p ar en logisk foljd
eller semantisk f6ljd av en uppséttning sentenser I' = {q1, g2, . . ., Gn }:

I'Enp

betyder precis att varje tolkning som gor alla sentenser i I" sanna ocksa gor p
sann. p foljer alltsa i sa fall sikert av de forutsatta ¢:na och vi kan saga att vi
har bevisat p med hjélp av ¢, ..., ¢, om vi visar ovanstaende.

I det satslogiska fallet gar det bra att gora sa, sarskilt om antalet ingaende
atomara sentenser inte ar for stort — stall upp en sanningsvérdestabell for alla
Q1, - - -, qn, p och kontrollera om p &r sann i alla de tolkningar (rader i tabellen)
dar alla ¢; 4r sanna. T.ex. far man (oftast skrivs A, B i stéllet for {A, B})

A, BE (A< (A= B)AC)) — —C.

I det predikatlogiska fallet gar det inte lika latt, dar finns det ju alltid oandligt
manga olika tolkningar (olika universa)!

Losningen pa det problemet kan vara ett syntaktiskt harledningssystem,
t.ex.

Naturlig deduktion

I stéllet for att betrakta betydelser, tolkningar, kan man halla sig till sen-
tenserna, dvs strangarna av symboler, och formulera regler for vad som kan
harledas ur vad.

T.ex. bor man ur A — B och A kunna hérleda B (vi inser det genom att be-
trakta sanningsvarden, men kan se det som en regel som tillater oss att skriva
B pa nista rad om vi har A — B och A pa tidigare rader i en hérledning).
Harledning brukar skrivas med symbolen F, t.ex.

A— B, AF B
(eller {A — B, A} B).

Pa de tva sista sidorna finns ett antal regler som racker for att hérleda alla
logiska foljder. Det visar vi inte, men det ar det som gor att vi kan anvanda
naturlig deduktion som harledningsmetod. Godels fullstandighetssats sager
(fast Godel anvénde ett annat hérledningssystem) att

'ep & I'tp

dvs p ar en logisk f6ljd av I" om och endast om det finns en hirledning av p fran
I'. Implikationen at vénster (<) séger att hirledningsmetoden ar sund (vi
kan bara hérleda sadant som verkligen &r en logisk f6ljd) medan implikationen
at hoger (=) séger att hirledningsmetoden &r fullstdndig (vi kan hérleda allt
som &r en logisk foljd). Lite forenklat uttryckt, "nagot kan bevisas om och
endast om det ar sant”.
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[ huvudsak finns tva regler for varje konnektiv, en "E-regel” (for att "eli-
minera” en forekomst av konnektivet) och en ”I-regel” (for att ”introducera”
konnektivet). Dessutom kréavs en regel som tillater oss att géra antaganden
pa vagen och en regel som later oss dra slutsatsen p om vi har =—p.

Reglerna skall tolkas sa att den sista raden kan skrivas upp med aberopande av
regeln i fraga om raderna 6ver redan finns (i nagon ordning) bland vara rader.
D, q,... kan da vara vilka sentenser som helst och g, h,...,aq,...,b1,... god-
tyckliga radnummer.

For att visa hur en héarledning i naturlig deduktion skall se ut, ser vi pa nagra
exempel. Som antytts ovan skrivs harledningen upp i ett antal "rader”, med
flera kolumner dar det ar helt bestamt vad som skall sta. Tanken ar just att det
inte skall kravas nagon fantasi av lasaren for att kontrollera om en harledning
ar korrekt. En dator skulle klara det. (Att komma pa hur nagot skall hérledas,
dédremot, kan kréva bade fantasi och kreativitet.)

Ez. For att visa att A — B, A b B skriver vi
1 (1) A— B premiss
2 (2) A premiss
12 (3) B 12 >E
Pa de tva forsta raderna star premisserna, de sentenser som star till vinster

om F-symbolen, och den tredje raden innehaller var onskade slutsats, som i
det héar fallet ficks med bara en regelanvandning.

Den andra kolumnen &ar en numrering av raderna, for att vi skall kunna hanvisa
till dem. I den forsta kolumnen star numren for de rader vi behovt for att
hédrleda radens sentens (som finns i kolumn tre). Som framgar av reglerna
kan det i forsta kolumnen bara sta radnummer for premisser och antaganden
(det finns inga regler som placerar andra nummer dér). Den tredje raden ovan
betyder alltsa att B kan hérledas (eller har hérletts) ur sentenserna (premis-
serna) pa raderna 1 och 2. De tva sista kolumnerna talar om vilken regel vi
aberopar for att skriva upp sentensen pa raden, precis som det star formulerat
i reglerna.

Vi tar ett exempel till, dar det behovs mer an ett steg i sjalva harledningen:
FEx. Vivisar att A—-B + B — -A

1 (1) A— —-B premiss
2 (2) B antagande (for —1I)
3 (3) A antagande (for —I)
1,3 (4) —-B 1,3 -E
123 (5) L 42 —E
1,2 (6) —A 35 I
1 (7) B—--4 26 —I

Eftersom slutsatsen pa rad 7 bara beror av premissen pa rad 1, dr saken klar.

Observera att de antaganden vi gor (enligt sin regel, forstas) ar precis som nér
vi resonerar informellt. Slutsatsen pa sista raden far inte bero av antaganden,
de "tas bort” av vissa regler (hér star som forklaring t.ex. »(for —1)” vid ett
antagande; det hor egentligen inte till, utan ar bara for att forklara varfor vi
gjort antagandet). I t.ex. —I-regeln star vid sista raden (1) att den beror
av {ai,...,a,}/j. Det betyder att antagandet pa rad j skall tas bort fran
{ay,...,a,} (om det finns med).

1 parad 5 &r en sentens som alltid ar falsk, en motségelse, kallad falsum (den
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kallas ibland ett ”0-stélligt konnektiv”). Har har vi hérlett L fran raderna 1,
2 och 3 (A), vilket enligt principen for ett motsédgelsebevis ju betyder att 1
och 2 leder till 6 (—A), negationen till antagandet 3 (dessutom leder 1 och 3
till negationen av 2, =B, men det behéver vi inte hér). Pa liknande sétt foljer
av att 1 och 2 (B) leder till 6 (—A) att 1 leder till 7 (B — —A).

Rader som star atskilda i en regel kan vara identiska (regeln skall alltsa tolkas
som att var och en av dess rader 6ver den sista maste finnas bland vara redan
hérledda), t.ex. kan vi visa att det alltid géller att A medfor A sa:

FEr. VivisarF A—= A

1 (1) A antagande
(2) A—-A 11 —I

Slutsatsen pa rad 2 beror inte av nagot, sa harledningen ar klar. FEn sentens p
som kan harledas fran ingenting, F p, brukar kallas ett teorem. Enligt Godels
fullstandighetssats som vi namnde ovan ar det ekvivalent med att p ar sann i
alla tolkningar, F p, att p ar en tautologi.

Andra exempel pa teorem/tautologier ar
AV-A, A— (B— A)och (mA— A) - A.

For var kurs riacker det att man kan gora enklare héarledningar i naturlig de-
duktion for satslogik, ungefar som i exemplen ovan och dem som finns bland
exemplen for 6vning 3. Meningen ar att det skall ge forstaelse for hur man kan
resonera ocksa da man gor informella bevis.

Bland reglerna finns ocksa sadana som bara anvinds i predikatlogik (regler
for V, 3 och =). Flera av dem innehaller olika villkor, som t.ex. att for att
man ur Pa skall kunna dra slutsatsen Vax Pz maste a vara ett namn som inte
forekommer pa angivna rader i hiarledningen. Det svarar mot att man for att
visa att nagot galler for alla tal, maste visa det for ett ”godtyckligt” tal — det
ricker inte att visa det for 7, 0 eller /7.

JE-regeln ar nog den mest subtila. Det kan vara nagot att fundera 6ver varfor
villkoren i den ser ut som de gor och varfor den precis motsvarar vart sétt att
resonera da vi anvander dxr Px. Man kan jamfora med VE-regeln, som ocksa
den kan tala lite eftertanke.

For att illustrera kvantifikatorreglerna ger vi ett sista
FEx. Vi visar att 3z Vy Qzy F Vy3r Qry (t.ex. “om det finns ett storsta tal, si finns

det for varje tal ett tal som ar > det”)

1 (1) FzxVyQzy premiss

2 (2) VyQay antagande

2 (3) Qab 2 VE

2 (4) JzQxb 2 a1

1 (5) dx Qxb 1,2,4 dE (a finns inte pa raderna 1, 4)
1 (6) VYydzQzy 5 VI (b finns inte pa rad 1)

Observera att det omvénda inte géller, Vy 3z Qxy ¥ JxVy Qry. Tank pa N
med > som (). Varfor skulle ett liknande bevis for det inte fungera?



Harledningsregler for naturlig deduktion (2 sidor)

Regel for premiss

j () p  premiss

Regel for antagande

i G) » antagande
Regel for AE:
at,...,0n (J) PAgq
ap,...,an, (k) p j AE
(eller q)
Regel for —E:
ai,...,am () p—q
bi,...,bn (k) p
a1y ..., am,b1,....0p (1) ¢ ik —E
Regel for —E:
ai,...,am (j) -p
bl, e 7bn (k) p
al,...,am,bl,...,bn (1) 1 J,k -E
Regel for VE:
ay,...,am (g) pVag
h (h) p antagande
bl, PN ,bn (1) r
i G) ¢ antagande
Cly..ycy (k) 7
X (1) r g7h7i7j7k \/E
dar X =
={at,...,am}U{b,....bn}/hU{c1, ..., cu}/]

aty ...

at,y ...

at,y ...
bi,...

al,...,am,bl,...

aj, ...

{al,...,

{al,...,

aj, ...

aj,...

DN-regeln
8)

y G, -p

Regel for Al:
@ r

y Am

pAg jk Al

Regel for —1:

i G) »p antagande

a}/i () p—q ik —I

Regel for —1:

i G) p antagande

ali ) -~p ik

Regel for VI:

G) p

y n

k) pvg j VI

(eller ¢ V p)

y n



Regel for < E:
at,...,am (.]) p<—>q

(eller ai,...,am (j) q<p)
bi,...,bn (k) p

al)"'vamvb17"'abn (1) q Jvk <

Regel for VE:
aryevan () vy

a,...,an (k) ot j VE

¢t ar ¢v med alla v ersatta med ¢

Regel for JE:
at,....am () vy

k (k) ot antagande
bi,....bn () ¥
X (m) v  jkl JE

dar X = {al,...,am} U{bl,...,bn}/k
¢t ar ¢v med alla v ersatta med ¢
namnet t férekommer inte pa

nagon av raderna j, 1, {b1,...,b,}/k

Regel for =E:

Aly...,0m (J) tlztz
bi,....,bp (k) oty

oto dr ¢t; med godtyckligt antal ¢; ersatta
med tQ

Regel for < 1I:

g (8)
ai,...,am (h)
i@
bi,...,bn (k)
X d)

dar X = {ay, ..

Regel for VI:

ay,...,an (j)

ay,...,an (k)

dér ¢ inte finns pa rad aq, ..

P antagande
q
q antagande
p

perq ghjk I

S am}/gU{by,..

ot

Yvov ]

.ap

- bn}/j

VI

¢v ar ¢t med alla t ersatta med v

variabeln v finns inte i ¢t

Regel for 3I1:

ay,...,an (j)

ay,...,an (k)

ot

dvor j

31

¢v ar ¢t med ett godtyckligt antal ¢

ersatta med v

Regel for =1:

()

t=t1



Om axiomatisering

Som vi sett ovan kan vissa sentenser bevisas (hérledas) ”fran ingenting”, t.ex.
F A — A, men for att fa intressanta satser om verkligt "matematiska” be-
grepp maste man utga fran nagot. Man stéller da upp ett antal sentenser (s.k.
axiom) som skall fanga egenskaperna hos objekten (tal, punkter, méngder,
gruppelement, ...) och hérleder sentenser fran dem. De sentenserna uttrycker
da pastaenden som blir sanna for alla objekt som uppfyller axiomen.

I allménhet har man en av tva olika avsikter da man studerar en uppséattning
axiom, ett axiomsystem. Antingen vill man beskriva en viss méngd ob-
jekt och dess egenskaper, t.ex. de naturliga talen eller punkter och linjer i
planet (geometri), eller sa vill man understka gemensamma egenskaper for
alla méngder av en viss typ (namligen de som uppfyller axiomen), t.ex. alla
partialordnade méngder eller alla grupper (som vi kommer att tala om langre
fram i kursen).

Som ett exempel (som man inte behover lara sig) pa en axiomatisering av den
forsta typen ger vi ett ofta anvant system av axiom for de naturliga talen,
Peanos axiom. Vi éar har intresserade av en viss tolkning, standardmo-
dellen N, dven om det kan finnas andra tolkningar som uppfyller alla axiomen.

Som ofta i matematiska sammanhang &r det praktiskt (ndstan nodvéandigt) att
infora funktioner i vart logiska sprak. En funktionssymbol f svarar da i en
tolking mot en viss funktion (av ett visst antal (stalligheten for f) element
fran tolkningens universum).

PEANOS AXIOM

Sprak (tolkningen i standardmodellen inom | |):

en O-stéllig funktionssymbol (dvs en individkonstant, ett namn) 0 [talet 0]
en 1-stéllig funktionssymbol S [nésta tal]

tva 2-stalliga funktionssymboler + och * [addition och multiplikation)]

(vi skriver t.ex. & 4+ y och x * y i stéllet for +(z,y) och *(x,y).)

Axiom:
P1 Ve Yy (S(z) = S(y) =z =vy) olika tal har olika efterfoljare
P2 Vo S(x) #0 0 &r inte efterfoljare
P3 Vex+0==x rekursiv definition av +, bas
P4 VeVyx+ S(y) = S(x+vy) rekursiv definition av +, steg
P5 Vex+«0=0 rekursiv definition av *, bas
P6 VeVyx *S(y) = (x*xy) +x rekursiv definition av *, steg

P7 Vz.Vz,((¢0 AV (px— ¢S(x))) =V ¢x) induktionsaxiom
I P7 &r ¢x en godtycklig formel med alla fria variabler bland =z, 21, ..., z,. P7 ar alltsa
egentligen ett oandligt antal axiom, ett s.k. axiomschema.

Med P7 (oftast med n = 0) kan vi genomfora induktionsbevis i N.

Kurt Godel visade 1931 (vilket vi inte gor hér) att P1-P7 ”inte récker” for att
beskriva de naturliga talen fullstdndigt, dvs det finns satser som ar sanna for de
naturliga talen men adnda inte kan hérledas fran dessa axiom. Och, starkare, hur
man an lagger till axiom (pa nagot sétt sa att man entydigt kan avgdra om en given
sentens &ar ett axiom) kommer det alltid att finnas satser som &r sanna i N men
inte kan bevisas med de axiomen (Godels (férsta) ofullstandighetssats, en av
logikens mest berémda satser).

Som exempel pa en axiomatisering av den andra typen, dar man oftast ar intresserad
av alla tolkningar som uppfyller axiomen, ger vi
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AXIOM FOR PARTIALORDNINGAR
Sprak: en 2-stéillig relationssymbol <.
Axiom:
Vex < x reflexivitet
VeVy((z 2yAy=x) > x=y) antisymmetri
VeVyVz ((x Sy Ay = z) =z = 2z) transitivitet

Fran dem kan man hérleda alla egenskaper som ar gemensamma for alla partialord-
nade méngder. Déaremot kan man inte hérleda allt som géller fér nagon speciell
partialordnad méngd, t.ex. géller ju VaVy(z = y Vy <X z) for de naturliga talen
N, med = tolkad som <, men det kan inte visas fran axiomen ovan (eftersom
axiomen ar uppfyllda dven for partialordningar som inte ar totalordningar, t.ex.

P{0,1}) = {2,{0},{1},{0,1}} med < tolkad som C).



