Matematik, KTH
B.Ek

Losningar tentan SF1662 DISKRET MATEMATIK, 31 maj 2017

Tryckfel kan forekomma.

1) (3p) Finn alla & € Z741 som uppfyller 348 x = 42 (i Z741).

Lo6sning: Ekvationen betyder for « € Z att 741 | (42 — 348x), dvs 348z + 74ly = 42 for
nagot y € Z. Vi anvander Euklides algoritm:

741 = 348 - 2 + 45,

3=12-(33-2-12) =
348 = 45 -7 + 33,
45=33-14+12 = —-33+3(45-33) =
33:12 249 , sa sgd(741,348) = 3 och —=3.45 —4(348 — 7 -45) =
12=9-1+43,

=31-741 — 66 - 348.

9=3-340

Det ger (dividera med 3) 1 = 247 - 31 — 116 - 66 medan 348z + 741y = 42 & 116z + 247y = 14.
En losning éir alltsa 2o = 14(—66) = —924, yo = 14 - 31(= 434).

Om z, y &r en 16sning fas 116(z — xg) = —247(y — yo), sa (sed(116,247) = 1) 247 | (z — x¢) och
x = x9 + 247k for nagot k € Z. Omvant ger det 16sningar (med y = yo — 116k) for alla k € Z.
x €{0,1,...,740} for k = 4,5,6. Det ger z = 64, 311, 558.

Svar: Alla losningar till ekvationen ar x = 64, 311, 558.

(Det gar ocksa bra att anvianda Eulers metod, 348z + 741y = 42 & ¢ = —2y + 423:;;51’, 45y + 348z = 42 etc.)

2) (3p) Vi skall visa att >_;_; (Fok—2Fok—1 + For—1Fok) = (Fy,)? for allan € N.
{F.}22, ar Fibonacci-talen definierade av Fo =0, Fy =1 och Fy, 1o = F, 41+ F, for n € N.

Losning: Lat P, vara det givna pastaendet. Vi visar P, for alla n € N med induktion.
Bas: P, ir sant, ty Vg = 0 = (Fy)? = HLo.

Steg: Antag P, for ett godtyckligt r € N, dvs VL, = HL,..

DA &r VLo 41 = VL, + (For Fap g1 + Fory1 Fopa) = (For)? + ForFarg1 4 Fapy1 Fopyo =

= For(For + Forg1) + Forp1 Foryo = FopForyo + Forp1 Fopgo = (For + Fopg1) Foppo =

= (F2r+2)2 =HLyp41.

Sa Py ar sant och P, = P,,1 for alla r € N. Saken ar klar (enligt induktionsprincipen).

3) (3p) Vi soker antalet injektioner f : X — Y (med X = {1,2,...,18} och Y = {1,2,...,25})
sadana att for varje y € Y med 5 | y finns € X med 51z och y = f(x).

Losning: De x som f tar till respektive 5, 10, 15, 20, 25 (5 st) kan véljas bland elementen i
X~ {5, 10, 15} (15 st) pé (15)5 = (1517?5), satt (injektion 5-mingd — 15-méngd).

Vérdena for aterstaende 13 st o kan véljas bland elementen i Y \ {5, 10, 15, 20, 25} (20 st) pa
(20)13 = (2%013)‘ satt (injektion 13-méngd — 20-méangd).

Det sokta antalet funktioner blir 12t . 20! (multiplikationsprincipen).

! 7
15!-20!
10!.7!

Svar: Antalet sddana injektioner ar (= 173952 493 584 629 760 000).

4) G ar gruppen (U(Zsgsg),-) och H &r den minsta delgruppen till G som innehaller 9. Vi
skall (a, 1p) finna alla G:s element och (b, 2p) finna alla H:s element och sidoklasser.

Losning: a. Eftersom U(Zsg) bestar av alla @ € Zag som uppfyller sgd(x,28) = 1 och
28 =22.7 4r G ={1,3,5,9,11,13,15,17,19, 23, 25,27}.

b. H bestar av alla potenser av 9 (de bildar en delgrupp och maste alla inga i H). Man
finner 92 =25, 92 =9-.25=1,s4 H = {1,9,25}.

Sidoklasserna, (G &r abelsk, s& vinster- = hogersidoklasser) blir 3H = {3, 27, ].9} =19H = 27H,

5H ={5,17,13} = 13H = 17H, 11H = {11,15,23} = 15H = 23H.

Svar a: G = {1,3,5,9,11,13,15,17,19, 23, 25, 27},

b: H = {1,9,25} och sidoklasserna ar H och {3,19,27}, {5,13,17}, {11,15,23}.




5) (3p) Vi soker alla varden PG(Q) (antalet hornfargningar av grafen G med hogst 2 farger) kan anta.

Losning: Betrakta enligt ledningen forst en (icke-tom) sammanhéngande graf. Den kan
fargas med 2 firger pa antingen 0 sitt (om den inte &r bipartit) eller 2 sitt (om den &r
bipartit (mellan tva godtyckliga horn gar en stig och hornen i stigen véxlar mellan fargerna i en 2-fargning, sa
en 2-firgning &r helt bestdmd av firgen pé ett hérn)). Enligt multiplikationsprincipen ges antalet séitt
att farga en godtycklig graf av produkten av antalen for komponenterna.

Svar: Pg(2) kan vara 0 eller 2%, dir k dr antalet komponenter i grafen.

6) m,0 € S7 ges av tabellen till hoger. Vi skall (a, 1p) i |1 2 3 45
ge 7 och wo i cykelnotation, (b, 1p) finna ett 7 € Sy med «(3) (6 7 1 4 5
wo = 12 eller forklara varfor inget sddant 7 finns och o(@) |5 1 2 7 3
(c, 2p) for den binira relationen R pa Sy given av att aR3 dr sann omm a8 = 42 for nagot
v € Sy, avgora om R &r reflexiv, symmetrisk och/eller transitiv.

= W o
D N

Losning: a. 7(1) = 6,7(6) = 3, 7(3) = 1, n(2) = 7,... ger # = (163)(27) och
wo(l) =m(5) =5, mo(5) =7(3) =1, 70(2) =7(1) =6, ... ger mo = (15)(264)(37).

b. Ja, mo = 72 om (tex.) T = (]. 35 7)(246) (den enda andra mojligheten ar 7 = (1753)(246)).

c. R ér reflexiv, dvs 7R7 dr sann for alla 7 € Sy, ty 77 = +% om v = 7.

R ar symmetrisk, dvs 7Ro = oRw for alla w,0 € S7, ty om 7Ro ar sann finns v € S7; med
n0 =72 sa or = onoo~ ! = oy%0t = (0y01)% och oyo ! € S7.

R ar inte transitiv, dvs om 7Ro och oR7 &r sanna behover inte 7R7 vara sann, ty om
7= (12345), 0 =id, 7 = (456) ir 7o = 7 = (14253)? (sa 7R sann) och o7 = 7 = (465)?
(s& oRT sann), IEN T = (]. 2 34) (5 6) som inte ar en kvadrat (kvadraten av en cykel av jamn lingd
ar tva cykler av halva ldngden, den av en cykel av udda lidngd &ar en cykel av samma langd, sa i en kvadrat av en

permutation maste jimna cykellingder forekomma ett jimnt antal ganger) (s& mR7 inte sann).

Svar a: # =(163)(27), wo = (15)(264)(37),b: 7=(1357)(246),
c: R ar reflexiv och symmetrisk, men inte transitiv.

7) (4p) Vi soker antalet satt att fordela kakor av 4 sorter (de av samma sort identiska) med en
kaka var bland 8 (sirskiljbara) barn, da varje typ av kaka anvinds, hogst 4 kakor av varje sort.

Losning: Det géller tydligen antalet surjektioner fran en 8-méangd
(barnen) till en 4-méngd (kakorna) dér varje varde antas hogst 4 ganger.

Totala antalet surjektioner ar 4!-.5(8,4) = 4! - 1701 (kéind sats: antalet 1 301
surjektioner n-méngd — k-méangd ar k!- S(n, k); stirlingtalet S(8,4) fas ur "triangeln” 1 L 15 7 25 6 10 1
till héger) och fran dem dras de dir nagot virde tas 5 ganger (fler gar 31 90 65
inte), 4 - (g) -3l =4!. % =4!-56 st (5 av vilken kaktyp?, vilka 5 barn far 301 1701 350

den?, vilka typer far 6vriga barn?).

Svar: Antalet sidana fordelningar ar 4!-1701 — 4! - 56 (= 39 480).

8) Se nedan efter 9).

9) (5p) Vi soker en storsta gemensam delare till 104 — 26¢ och 50 — 55¢ i Z[i] och a, b € Z[i]
sadana att (104 — 267) a + (50 — 55¢) b = den storsta gemensamma delaren.

Losning: Vi anvander Euklides algoritm:
104—26i
50 — 55i = (—1 — 214)(3 + 2i) + (11 + 104),
—1—21i = (114 10)(~1 —4) + 0 o sty
sé 11+ 10i = (50 — 554) — (3 + 2i)((104 — 26) — (1 +7)(50 — 55i)) =
= (=3 — 20)(104 — 263) + (2 + 5i)(50 — 55i).
Svar: En sgd(104 — 264,50 — 55¢) = 11 4+ 10%, a = —3 — 24, b = 2 + 57 idr mdjliga.
(Alla storsta gemensamma delare dr som vanligt +1 eller +4 ganger ovanstaende.

Alla mojliga a, b ges av a = (=3 — 2i) + 5ik, b= (24 5i) + (4 — 6i)k, k € Z[i], ex. a =2 — 2i, b= —4 + 1.
104 — 26¢ = 26(4 — i), 50 — 555 = 5(10 — 112), sa uppgiften kan ocksd ganska enkelt 16sas med primfaktorisering.)

(notera att man t.ex. kan approximera kvoten

50—551

med 24:,; , runda av i Z[i] (och korrigera om resten blir




8) For n,dy,da,...,d, € Z; ska vi visa (a, 1p) att om T = ({v1,va,...,v,}, E) ar ett trid
och §(v;) =d; (fori=1,2,...,n)sa &r y -, d; =2n — 2 och (b, 3p) att om Y ., d; =2n — 2
sa finns ett trad T = ({v1,v2,...,0,}, F) med 6(v;) = d; (feri=1,2,...,n).

Loésning: a. For varje graf dr ) |y, d(v) = 2|E| och for ett tridd (med v # ) ir |E| = [V|-1,
sahar D7 di = o 0(v) =2|E| =2(]V|—1) =2n — 2. a-Saken ar klar.
b. Vi antar att >, ; d; = 2n — 2 och visar med induktion over n att det finns ett trad
T = ({v1,v2,...,0n}, E) med 6(v;) =d; for i = 1,2,...,n.

(TL kan inte vara 1 (men péstéendet skulle stimma om vi i det fallet tillite di = O))

For n = 2 ar pastaendet sant, ty enda mojligheten ar d; = do = 1, med tradet e—e.

Antag att n > 3 och att pastaendet ar riktigt for alla mindre virden pa n.

Da finns minst ett d, = 1 (alla d; > 2 skulle ge 327, d; > 2n > 2n — 2) och dessutom finns minst
ett dg > 1 (alla d; = 1 skulle ge T ,di=n<2n—2dan>2).

Vi numrerar om d:na sa att = n, s = n — 1 och later d; = d; for i = 1,2,...,n — 2 och
dy_=d, 1 —1.Dafasd, € Z, fori=1,...,n—1och ' d; =>"""d; —1=
=>r,di—2=2n—-2)—2=2(n—1)— 2, sa enligt antagandet finns ett trid 7" med
n — 1 horn och valenserna d. Om vi till 77 ldgger ett horn och en kant fran det till hérnet
med valens d;‘il fas ett trad (tydligen sammanhéngande och den nya kanten kan inte inga i en cykel da
dess ena horn har valens 1) 7" med n horn och valenser di, 1=1,2,...,n.

Pastaendet foljer enligt induktionsprincipen. b-Saken ar ocksa klar.

9) Se ovan fore 8).

10) X ={1,2,3,...,18} och w € Si5 ges av:
i‘123456789101112131415161718
ﬂ(i)‘7 1 9 5 14 16 12 1 8 10 2 3 15 4 18 6 13 17°
Vi soker (a, 1p) antalet f: X — X med wo f = f, (b, 1p) antalet f: X — X med for=f
och (¢, 3p) det maximala antalet element i en méngd M av funktioner X — X, sadan att

(f,ge M, f#g)= (for™# g for alla n € Z).

Loésning: I cykelform &r m = (1 7 12 3 9 8)(2 11)(4 5 14)(6 16)(10)(13 15 18 17), sa
cykelstrukturen ir [122 34 6].

a. 7(f(#)) = f(i), allai € X, omm f(7) = 10 (s enda fixpunkt), alla ¢ € X. Bara en mojlighet.
b. f(w(i)) = f(i) omm alla i i samma 7-cykel ger samma f(i), s& antalet sidana f &r 18°

(multiplikationsprincipen, virdena for de 6 cyklerna kan véljas fritt i X och |X| = 18).

c. Lat G = (m), den cykliska delgruppen till S5 som genereras av w. G verkar pa X och
dédrmed pa f: X — X (*firgningar av X med 18 farger”) och |G| = mgm(m:s cykellingder) = 12.
Villkoret pa M séger precis att den inte innehaller mer &n en funktion i samma G-bana, sa
det sokta antalet &r antalet sadana banor. Vi anvéinder Burnsides lemma och behéver Y],
antalet f: X — X som m lamnar fixa. De fas som i b. ovan:

cykler i g:s antal

g permutation av X g Y]

70 =id [118] 1 1818
pl5 711 [122346] 4 18¢
71.2,10 [15 22 33] 2 1810
w39 [14 25 4] 2 1810
7.(.4,8 [19 33] 2 1812
7.‘_6 [114 22] 1 1816

Antalet banor enligt lemmat:
ﬁ Ygec Yol = $5 (1818 +4-18° +2.1810 421810 4+ 2. 1812 4 1816) =
= (1818 + 186 4 2. 1812 + 41810 + 4. 18°).
Svar a: 1, b: 18% (= 34012224),
c: %(1818 + 1816 + 2.1812 + 4.1810 + 4.18%) (= 3288987494528158302912).




