Matematik, KTH
B.Ek

Losningar tentan SF1662 DISKRET MATEMATIK, 16 augusti 2017

Tryckfel kan forekomma.

1) (3p) Vi ska avgoéra om 127 € Zgpg &r inverterbart och i sa fall finna en invers.

Lo6sning: Euklides algoritm:

06 =127 7417, o 1 =17-2(127—7-17) =

127 =17-7+8, S“g(_‘ % )=L = —2-127+15(906 — 7-127) =
(dvs 127 ar inverterbart)

17=8-24+1 =15-906 — 107 - 127.

Det ger 1271 = —107 = 906 — 107 = 799 € Zoog.

Svar: 127 € Zgoe ar inverterbart och inversen #r 127—1 = 799.
(Alternativt med Eulers metod, 127z + 906y = 1 & z = —Ty + 1707% = —Ty + z, 17y + 1272 = 1 etc.)

2) (3p) Vi skall visa att a,, = 2"t — 3" — 4" for allan € N,
om ag =0, a; = —3 och an42 = 6a,41 — 8a, + 3" for alla n € N.

Losning: Med VL, = ay, HL, = 21 — 38 — 4k 14t P, vara pastaendet att vL; = HL;, for
k=mnoch k=n+1. Vivisar P, for alla n € N med induktion, det ger VL,, =HL,, for n € N.
Bas: P, ér sant, ty ag = 0 =2' — 3% — 4% och a; = —3 = 22 — 3! — 4L

Steg: Antag P, for ett godtyckligt € N, dvs VL, = HL,- och VL,;1 = HL;41.

Da foljer Pry1, ty VLy41 = HL;41 (enligt P,.) och

VLpt2 = Qpy2 = 6ar41 — 8a, + 3" z 6(27 T2 — 3+l — 4y g2t — 37 —47) + 37 =
=(6—-4)2""2 - (18 =8 —1)3" — (6 -4 — 8)4" = 2"+3 — 37+2 _4"*+2 —HL,,. .

Sa Py ar sant och P, = P,,1 for alla r € N. Saken ar klar (enligt induktionsprincipen).
(Om anq2 = 6an41 — 8ay + 3™ for alla n € Z, géller uttrycket for alla n € Z.)

3) (3p) Vi soker antalet sitt att ordna en kortlek med minst tva hjarterkort jamte varandra.

Losning: Det sokta antalet ar (additionsprincipen) det totala antalet satt att ordna 52 kort —
antalet sitt att ordna dem med alla hjarterkort isolerade.
Det blir 52! — (52 — 13)' . (40)13 =521 — 391-40! (alla kort kan ordnas pa 52! sitt; dvriga kort pa 39! sitt,

27!
sedan hogst ett hjarterkort i varje uppkommet ”fack” (injektion 13-méngd — 40-méngd, multiplikationsprincipen)).
o . o 1.40!
Svar: Antalet sdidana ordningar ar 52! — 392'74,0' (= 7,91 -10°7).

4) G ér gruppen (U(Z42),-). Vi soker (a, 1p) alla G:s element och (b, 1p) definitionen av
att ¢: G — G ér en isomorfi och (c, 1p) ska avgéra om ¢(g) = g7 for g € G ger en isomorfi.

Losning: a. Eftersom U(Z42) bestar av alla @ € Zyo som uppfyller sgd(x,42) = 1 och
42=12.3-7, 4 G = {1,5,11,13,17,19,23,25,29,31, 37, 41}.
b. Att ¢: G — G &r en isomorfi betyder (definition) att
¢ &r en bijektion och ¢(g - h) = ¢(g) - ¢(h) for alla g, h € G.
C. ¢(g . h) = (g . h)7 z g7 R = (b(g) . ¢(h) (vid * anvéndes att G ar en abelsk grupp).
Vi visar att ¢ ar injektiv. G ar andlig, sa det ger att ¢ ar bijektiv och ddrmed en isomorfi.
d(g)=0h) =g - (W) 1=1&(g-h )" =18g.h! =1 g=h, sa ¢ ir injektiv.
(*: G abelsk. *x: sgd(|G|,7) =sgd(12,7) = 1,88 0(g-h™ ") | |G,7T=>0(g-h™ ) =1=g-h™ ' =1.)
Svar a: G = {1,5,11,13,17,19, 23, 25,29, 31,37,41},

b: Definierat ovan, c: Ja, detta ¢ definierar en isomorfi.
(Det rakade bli sa att ¢(g) = g for alla g € G, vilket (om det visas) ger en annan 16sning.)




5) (3p) Grafen G = (V, E) &r sammanhéngande och ritad utan korsande kanter pa en sfér.
Av ytorna som G delar in sfaren i har en 7, en 6, tre 5, sju 4 och alla andra 3 kanter.
Vi vet att antalet horn i G ar lika med antalet ytor och soker detta antal.

Lo6sning: Lat antalet ytor med 3 kanter vara . Dadrv=r=14+14+34+74+z =2+ 12
(vanliga beteckningar v, e, r) och summan av antalen kanter vid ytorna ar 2e (varje kant riknas vid
tva ytor (eller dubbelt vid en)), sa 2e = 7“!‘ 64+3-54+7-44+x-3 =56+ 3x.

G ér plan och sammanhéngande, s (Buler) 2 =v — e+ 1 = (z + 12) — (28 + 32) + (z + 12),
vilket ger x =12 och v =z + 12 = 24.

Svar: Antalet horn i grafen ar 24.

6) (4p) 6 personer véljer varsin favorit bland 13 olika filmer. Vi soker antalet sitt det kan
ske, da precis 9 av filmerna inte véljs av nagon.

Losning: Det sokta antalet = antalet satt att dela upp 6 personer i 4 (13 —9) icke-tomma

méngder och sedan vélja olika filmer (bland de 13) f6r de 4 delarna = 1

_ 13' _ : 9 R : ” 1 1
=5(6,4) - (13)4 =65 . 5(6,4) =65 enhgt Stlrhngs triangel | 3 L
till hoger.  Svar: Valen kan ske pa 65 - 13! (= 1115400) sitt. 7 - 6 o 1
(Alternativt kan de 4 filmerna viljas pa ( ) satt och for varje sadant val finns 4! S(6,4) 65

surjektioner av personer pa de 4 favoritfilmerna.)

7) w1, T2 € Sg ges av tabellen till héger. Vi skall (a, 1p) i |1 2 3 45 6 7 8
ge w1 och o i cykelnotation, (b, 1p) finna mymy ochdess m () |[6 8 3 2 7 1 5 4.
ordning och (¢, 2p) finna o € Sg med om = mo0, eller  72(i) |5 2 1 8 3 7 6 4

visa att inget sadant o finns.

Losning: a. m1(1) =6, m1(6) =1, m(2) =8, m1(8) =4,... ger m; = (16)(284)(3)(57) =

=(16)(284)(57) och p.s.s. m2(1) = (153)(2)(48)(67) = (153)(48)(67).

b. (mim2)(1) = m(m2(1)) = m1(5) =7, (mm2)(7) = w1 (m2(7)) = m(6) = 1,... ger som ovan

mmy = (17)(28)(365), med ordningen o(mm3) = mgm(2,2,3) = 6.

¢ oM =m0 & oMot = 1 och amo! = (o(1) 0(6))(7(3))(0(2) 7(8) 7(4))((5) (7))

(konjugering). ¢ maste ta my:s olika i-cykler till 7o:s olika i-cykler, i = 1,2, 3, och elementen i

my:s cykler till elementen i ma:s cykler i ratt (cyklisk) ordning.

Man kan ta (1) =4, 0(2) =1,0(3) =2,0(4) =3,...,88 0 = (1432)(568).

Svar a: m; = (16)(284)(57), m2 = (153)(48)(67), b: mymy = (17)(28)(365),
O(7T]_7T2) =6,c o= (1 43 2)(5 6 8) (t.ex., det finns 24 olika mdjliga o).

8) (4p) Vi skall visa att det inte finns z € Z med 22° +25 =, 0, om n € Z, och 7| n

Loésning: Antag att a?° + 25 =, 0, a € Z. Om det leder till motséigelse foljer pastaendet.
Da géller a?° +25 =70 (n] (a® +25) = 7| (a®*° +25), d& 7 | n), men a’ =7 a (Fermats lilla sats, 7 &ar
ju ett primtal) 88 a?0 =7 a® - a® = a-a” =7 a® och darmed a?® 4+ 25 =7 a2 + 4. Men for alla
x €7 ar x° =70,1,2 eller 4 (alla kvadrater i Z7), sd 22 +4 =74,5,6 eller 1.

Antagandet for a ledde till a? + 4 =7 0, motsiigelse. Saken ar klar.




9) a, och b, ar antalen olika fullstdndiga matchningar av Ks, som har ingen respektive pre-
cis en kant gemensam med stigen v1vs . . . va,. Viska (a, 2p) visa att a, = (2n—2)a,—1+b,—1
for n € Z4, (b, 2p) finna ett liknande uttryck for b, och (c, 1p) finna as.

Losning: En fullstandig matchning M av Ks,, (med hérn v, vs, . . ., va,) kan fas genom att for
ett k=1,2,...,2n — 11 en fullstindig matchning M’ av Ky(;,—1) (med hérn ui, ua, ..., ua(n_1))
"dopa om” w; till v; for i = 1,2,...,k — 1 och till v;41 for i = k,...,2n — 2 och ligga till
kanten {vg,van}. Olika k och olika M’ ger olika M och M &r disjunkt med wvyvy. .. vy,
omm antingen k = 1,2,...,2n — 2 (2n — 2 st) och M’ &r disjunkt med w; ... Up(p—1) (an-1 st)
eller M’ har precis en kant gemensam med u; ... U2(n—1) (bn—1 st) och k har det varde som
7 separerar” den kanten (precis ett sddant k finns och det &r < 2(n — 1)).

Dessa fall ar disjunkta, sa (additionsprincipen) @, = (2n — 2)a,—1 + b,—1. a-Saken &ar klar.
b. Om M och vyvy...vs, har kanten {vg,vgy1} gemensam (sa k = 1,2,...,2n — 1) kan den
fas genom att i ett M’ som ovan dopa om u; till v; for ¢ = 1,2,...,k — 1 och till v;,o for
i =k,...,2n — 2 och lagga till {vg,vr+1}. Olika k och olika M’ ger olika M och M och
V1V ... Vg, har bara kanten vivgy1 gemensam omm antingen k = 1,2,...,2n — 1 (2n — 1 st)
och M" &r disjunkt med u; ... us(n—1) (an-1 st) eller M’ har precis en kant gemensam med
UL ... Ug(n—1) (ba—1 st) och k har det varde som ”"separerar” den kanten (precis ett sidant k finns).
Dessa fall ar disjunkta, sa (additionsprincipen) b, = (2n — l)an_l —+ bn—l(: Ap_1 + an).
c. Viutgar fran a3 =0, by = 1 (eller ag = 1, by = 0) och finner

a1 =0, a2=2-0+1=1, az3=4-1+1=5, a1=6-54+6=36, as=8-36+41=329
by=1, by=3-04+1=1, b3=5-1+1=6, by=T7-5+6=41, (bs=9-36+41 =365) "
Svar a: Visat ovan, b: b, = (2n — 1)an—1 + bp_1, c: az = 329.

10) 12 pérlor, varav 4 réda, trds upp pa en ogla. Vi sdker antalet viisentligt olika sadana
armband da (a, 3p) 6vriga pérlor dr svarta och (b, 2p) da de Gvriga &r svarta eller vita.

Losning: Vi anvander Burnsides lemma och later de icke-réda parlorna ha k majliga farger.
Om armbandet placeras med pérlorna i hornen av en reguljar 12-hérning kan elementen i
gruppen G av permutationer av pérlorna da armbandet vindes och vrides beskrivas som dels
rotationer k- &, k = 0,1,...,11, (nedan givna av k-virdet) kring en axel genom 12-horningens
mittpunkt och vinkelrat mot dess plan och dels 6 w-rotationer vardera kring axlar genom
tva motstaende horn respektive tva motstaende sidor i 12-hérningen (?vénd hh” och ”vind ss”).
| X,|, antalet fargningar som inte dndras av g, ar (eftersom pérlor i samma bana under g:s
verkan maste ha samma firg): (antalet sitt att vilja réda banor).k(@ntalet aterstaende banor)

antal parlornas
g sadana g | banor | X,
id (k = 0) 1 [112] ('7) - k® = 495k® 4 réda banor
k=1,57,11 4 [12] 0 ingen réd bana
k=2,10 2 [62] 0 ingen rod bana
k=3,9 2 [43] 3 k2 en rod bana
k=48 2 [34] 0 ingen réd bana
k= 1 [29] (S) - k* =15k*  tva roda banor
vand hh 6 [1229] 5k*+(5)-k° = tre eller tva roda banor
= 5k* + 10k
vand ss 6 [26] (5) - k*=15k*  tva réda banor

Sa antalet vdsentligt olika armband = antalet banor under G:s verkan = |Tl:\ > gec | Xqgl =
=5 (1-495k% +4-042-042-3-k2+2-0+1-15k* +6 - (5k* + 10k®) + 6 - 15k*) =

= L (495K® + 60k5 + 135k + 6k2).

k=1 ger 29 och k = 2 ger 5451, a) och b) i uppgiften.

Svar a: Antalet olika sddana armband ar 29, b: Antalet ar 5451.




