Matematik, KTH
B.Ek

Losningar tentan SF1662 DISKRET MATEMATIK, 2 juni 2016

Tryckfel kan forekomma.

1) (3p) Vi ska avgéra om 189 € Zg;7 &r inverterbart och i sa fall finna inversen.

Lo6sning: Euklides algoritm:

817 =189 -4 + 61, 1 =61-10(189 -3-61) =
189 =61-3+6, sa sgd(817,189) =1 och = —10-189+ 31(817 —4-189) =
61=6-10+1 =31-817—134-189.

189 € Zgy7 ar alltsa inverterbart och 18971 = —134 = 683 € Zg~.
Svar: 189 € Zg17 ar inverterbart. 189~1 = 683 i Zg17.

2) (3p) Viska visaatt 1-4+2-7+...+n(3n+1)=n(n+1)? for allan € Z,..

Lo6sning: Lat P, vara det givna pastaendet. Vi visar P, for alla n € Z, med induktion.
Bas: P érsant, ty Vi =1-4 =4, HL; = 1(1 +1)? = 4.
Steg: Antag Py for ett godtyckligt k € Zy, dvs 1-44+2-7+...+ k(3k +1) = k(k + 1)2.

1A

Da &r VLgs1 = VL + (k+1)(3(k+1)+1) = k(k+ 1)+ (k+1)(3k+4) =
=(k+D(k(E+1D)+Bk+4) =+ (k2 +4k+4) = (E+ 1) ((k+2)? = HLp4 1.
Sa Py ar sant och P = Pk+1 for alla k € Z+. Saken ar klar (enligt induktionsprincipen).

3) (3p) Vi soker antalet funktioner f : {a,b,c,d,e} — {1,2,3,...,9} som antar precis 4
olika vérden, varav minst ett ar ett jamnt tal.

Losning: Precis tva av a, b, . . ., e ska tas till ssmma varde. Dessa tva kan véljas pa (g) =10
satt (alternativt: S(5,4) = 10). Paret och de 6vriga tre ska ges olika varden bland 1,2,...,9.
Det kan ske pa (9)4 = (93—!4)! satt, men fran dem skall (5)4 = (5%'4), = 5! (antalet fall da bara
udda virden tas) dras (additionsprincipen).

Det sokta antalet funktioner blir 10 - (g—: — 5!) (multiplikationsprincipen).

Svar: Antalet sidana funktioner &r 10 - 2—: — 5!)(= 29040).

4) (3p) Ett RSA-system har n = 247 (= 13- 19).
Vi soker vad meddelandet 3 krypteras som, da 10 krypteras som 212 och 25 som 233.

Losning: E(10) = 212, dvs 10° = 212 (mod 247) och E(25) = 233 = 25° (mod 247).
Eftersom 10 - 25 = 3 (mod 247) ar

E(3) =3° =10°25° = 212 - 233 = (—35)(—14) = 490 = 243 (mod 247).

0 <243 < 247, sa E(3) = 243.

Svar: 3 krypteras som 243.

5) (3p) G = (V, E) ar en graf, x(G) dess kromatiska tal. Vi ska visa att |F| > (X(f)).

Losning: Betrakta en minimal fargning av grafen(s horn), dvs en med precis x(G) farger.
For varje par av dem maste det finnas en kant mellan ett par av hérn med de fargerna,
annars kunde alla horn med nagon av dem ges samma farg. Det innebure en firgning med
farre &n x(G) férger, men sadana finns inte. Antalet kanter maste alltsa vara minst antalet
par av farger bland de x(G) st, (X(QG)). Saken ar klar.




6) m € S11 ges av att w(1) =3, 7(2) =10, 7(3) =7, 7(4) =1, w(5) = 11, n(6) = 8, w(7) =
4, m(8) =6, m(9) =9, w(10) = 2, w(11) = 5. Vi skall (a, 1p) ge 7 i cykelnotation och finna
m:s ordning, o(r), (b, 1p) avgdra om 7 &r jamn eller udda och (c, 2p) finna antalet olika
o € S11 sadana att m och om &r konjugerade.

Losning: a. (1) =3, 7(3) =7, n(7) =4, 7(4) =1,... ger 7 = (1374)(210)(511)(68).
Dess ordning dr mgm av cykelldingderna, o(7w) = mgm(4,2,2,2,1) = 4.

b. 7 har ett jimnt antal (4) av cykler av jdmn langd, s 7 &r jamn.

c. Antalet sadana o &r lika med antalet 7 € S1; som &ar konjugerade med 7, dvs som har
Cykelstruktur [1234] (ty fér varje 7,7 € Sq11 finns precis ett o € S11 med 7 = o7 (namligen o = 7=~ 1)). Det
antalet ar (4 21212 1) -3 % = 4}12!3 = 11791; (Dela upp pé cyklerna, k element kan bilda (k — 1)! st olika
k-cykler och de tre 2- cyklernd ar inte ”sarskiljbara”, alternativt kan man anvanda att antalet permutationer i S,

av typ [1912%2 .. ] &r

191.292. 0‘1 cagl-
Svar a: # = (1374)(2 10)(5 11)(6 8) och o(w) = 4, b: 7 &r en jimn permutation,
11!

c: Antalet sddana o &r 555 = % = 207900).

7) (4p) R &r en binér relation pa mingden X, och 1. for varje € X finns ett y € X
med zRy, 2. for alla z,y,z € X géller (xRy och zRy) = zRx. Vi ska avgora vilka av
reflexivitet, symmetri och transitivitet som R kan och vilka R maste ha.

Losning:

Reflexivitet: Lat z € X. Enligt 1. finns y € X med 2Ry. 2. (med z = z) ger zRx.

1. och 2. ger alltsa att aRx for alla € X, sa R maste vara reflexiv.

Symmetri: Lat z,y € X och 2Ry. Reflexivitet ger yRy, sa 2. (med z = y) ger yRuz.

1. och 2. ger alltsa att xRy = yRaz for alla z,y € X, s& R maste vara symmetrisk.
Transitivitet: Lat x,y,z € X och 2Ry, yRz. Symmetri ger 2Ry, sa 2. ger zRz.

1. och 2. ger att (xRy och yRz) = xRz for alla z,y,z € X, si R maste vara transitiv.
For godtyckligt X uppfyller den sténdigt sanna relationen («Ry fér alla z,y € X) bade 1. och
2. Det finns alltsa R som uppfyller dem, sa R kan ha alla egenskaperna.

Svar: R bade kan och maste ha alla tre egenskaperna.

8) (4p) I sex par (en kvinna, en man i varje) ska alla ha varsin av sex olika sorters hattar, tva
av varje sort. Alla mén ska ha olika sorters hattar och likasa alla kvinnor. Vi soker (a, 1p)
antalet sitt att fordela hattarna och (b, 3p) antalet satt om dessutom de i samma par méaste
ha olika sorters hattar.

Losning: a. 6 olika sorters hattar kan fordelas bland 6 kvinnor (bijektion 6-mingd — 6-méngd)
pé 6! satt, likasa for ménnen. Totalt (multiplikationsprincipen) 612 sitt.

b. Fortfarande kan kvinnornas hattar fordelas pa 6! sitt.

Om vi for m € Sg later 7(i) = j betyda att mannen i par ¢ har samma sorts hatt som
kvinnan i par j, ar antalet sédtt att sedan fordela mannens hattar lika med antalet av de
s 56 (permutation, ty alla mén ska ha olika sorters hattar) SO uppfyller 7'('(2) 7& i for i = 1, 2,... s 6.
Vi bestammer det antalet med principen om inklusion/exklusion.

Lat A; = {m € Sg | m(i) # i}. Da soker vi |Sg ~\ (A1 UA3U. ..U Ag)|, som enligt principen ar
S _o(—=1)¥ay, dir ag = |S6| och ay, = Di<ii<oin<e [AinNA N NA, [ fork=1,2,...,6.
Sa ag = 6! och a, = (2) . (6 — k)' = %', for k = 1,2,...,6 (antalet termer - varje terms storlek). Det
ger Zg=0(*1)k@k =720 —-"720+ 360 — 120430 — 6 + 1 = 265.

(Alternativt, antalen i Sg utan 1-cykler, [2%] : 15, [3%]: 40, [24] : 90, [6] : 120, och 15 4+ 40 + 90 + 120 = 265.)
Antalet fordelningar ar alltsa (multiplikationsprincipen) 6! - 265.

Svar a: Pa 6!2(= 518 400) sitt, b: Pa 6! - 265(= 190 800) sitt.

(Detta med den avsedda tolkningen, att hattar av samma sort betraktas som identiska.

Eftersom texten kunde forstas annorlunda godtas dven den motsatta tolkningen, med svaren 2. dem ovan.)




9) Vi ska visa att (a, 2p) 2" — 1|27 — 1 for alla 7, s € N och (b, 3p) om m € N &r udda
galler m | 2™ — 1 for nadgot n =1,2,...,m.

Losning: a. 27 — 1= (27 — 1)(276~D 4 2r(=2) 1 427 4 1),

(Jfr. 2° — 1= (z — 1)(z° "' +2°"2 4 ... 4 1), alt. anviind induktion Sver s.) a-saken ar klar.
b. 2 € U,,, de inverterbara elementen i Z,, (ty m &r udda). Det betyder att 2Uml =1 i /-
dvs att m | 2‘U""| —-1.1 < |Um‘ < |Zm| =m (0 € Zm ~Up) ger péstfiendet (t.0o.m. det lite starkare
att det ricker med n =1,2,...,m — 1). b-saken ar klar.
(Alt. med postfacksprincipen. Antag motsatsen, att division av 2" —1 med m ger rest # 0 for allan =1,2,3,...,m.
Da finns tva lika rester, sig for 2°—1och 2/ —1,ddr1 < s <t < m,sam | (2°—1)—(2°—1) = 2t —2° = 25(2! 75 1),

sa (m #r udda) m | 287° — 1. Men 1 <t — s < m, si det motsiger antagandet.)

10) G &r en grupp och H, K, L &r andliga delgrupper till G. Vi ska visa att (a, 1p) HNK &r
en delgrupp till G, (b, 1p) HUK inte behover vara en delgrupp till G och (¢, 3p) |[HUKUL|
dr delbart med |H N K N L|.

Loésning: a. HNK # @, ty identiteten 1 tillhér bada. z,y € HNK = (z,y € H och z,y €
K)= (zy € H och 2y € K) = 2y € HNK. Eftersom H, K, och dirmed HNK, &r dndliga,
ger en kind sats att H N K &r en delgrupp till G. a-Saken ar klar.
b. Med G = (Zg,+) och H = {0,2,4}, K = {0,3} ar H, K delgrupper till G, men inte
HUK ={0,2,3,4} (HUK| =416 =G|, alt 2,3 € HUK, men 243 =5 ¢ HUK).b-Saken &r klar.
c. Enligt a. & H N K och L delgrupper till G, sa enligt a. igen &r H N K N L ocksa det.
Den éar alltsa delgrupp till alla grupperna H, K, L, HN K, HN L, K N L. Enligt Lagranges
sats &r H N K N L:s ordning en delare till alla dessa gruppers ordningar.

Enligt satsen om inklusion och exklusion &r |[HUKUL| = |H|+|K|+|L|— (|JHNK|+|HN
L+ |KNL|)+ |HNKnNL| och eftersom alla termer i HL &r delbara med |H N K N L|, &r
ocksa |H U K U L| det. c-Saken ar klar.




