Matematik, KTH
B.Ek

Loésningar tentan SF1662 DISKRET MATEMATIK, 17 augusti 2016

Tryckfel kan forekomma.

1) (3p) Vi soker alla z,y € Z med 1000z + 846y = 210.

Lo6sning: Euklides algoritm:
1000 = 846 - 1 + 154,
846 = 154 - 5 + 76,
154 =76-2+42,
76=2-3840

Multiplikation med 105 ger att (xg,y0) = (11-105,—13-105) = (1155, —1365) ar en 16sning.
Sa: (x,y) en 16sning < 1000z + 846y = 1000z + 846y < 1000(x — xp) + 846(y — yo) =
0 < 500(x — z9) = —423(y — yo) © = = xo + 423k, y = yo — 500k, k € Z (ty sed(500, 423) = 1).
Saledes (med n =k +3) © = —114 4+ 423n, y = 135 — 500n.

r = —114 4 423n,
y = 135 — 500n,
(Alt. Eulers metod: 1000z 4 846y = 210, z,y € Z < y = —x + % =—xz+4+z,z,Yy€El S

& 846z + 1542 = 210, 2,2 €EZ < o = —52 + 14+ 35002 = 5, 4 1t u, 2,2 € Z & 154u + 762 = 56, z,u € Z &
¢>z:72u+% = -2u+wv, z,u €L T76v+2u=56,u,v €L u=28—-38v,vEZ

& 2z2=-564+7Tv,vE€Z < =309 —423v, y = —365+ 500v, v € Z. (v=—n+1).

2 =154 —2(846 — 5-154) =
s& sgd (1000, 846) = 2 och = —2-846+ 11(1000 — 1 - 846) =
=11-1000 — 13 - 846.

Svar: Alla heltalslosningar ges av { n € Z.

(Déar < tolkas med de angivna sambanden mellan z,y, z, u, v))

2) (3p) X &r en méngd och f: X — X uppfyller f(f(x)) = f(f(y)) = f(z) = f(y) for alla
x,y € X. Vi ska avgora om f kan/maste vara injektiv, surjektiv och/eller bijektiv.

Losning: Exemplet f = idx visar att sadana f (for varje X) kan ha alla tre egenskaperna.
Exemplet f konstant visar (om |X| > 2) att sadana f inte behover ha nagon av egenskaperna
(f(z) =a € X for alla z € X ger att f(z) = f(y) for alla z,y € X, s& villkoret uppfyllt, men om b € X, a # b ar
f(a) = f(b)(= a), a # b, sd f inte injektiv (sa inte bijektiv), f(z) = a # b, alla x € X, sa f inte surjektiv).

Svar: f kan ha alla egenskaperna, men behé6ver inte ha nagon av dem.

3) (3p) Vi soker antalet sitt att placera 6 (identiska) vita, 12 (sirskiljbara) fargade och 15 (iden-
tiska) svarta kulor i 9 (sarskiljbara) lador, med hogst en vit och minst en svart kula i varje lada.

P . .. o | .
Losning: De vita kulorna kan fordelas pa (2) = % satt (antalet siitt utse lddor med vit kula).
De féirgade kan fordelas pED% 912 gitt (antalet funktioner 12-méngd — 9-méngd).
o [
De svarta pa (6-&-8) = % satt (en svart kula i varje lada, ovriga 6 oordnat med upprepning i 8 lador).

Enligt multiplikationsprincipen ges svaret av produkten av dessa antal.

Svar: Antalet sddana férdelningar ar %(: 71243 415 436 405 212).

4) (3p) G ar gruppen (U(Z1s),-) och vi skall (a, 1p) ange alla element i G, (b, 1p) avgora
om G ir cyklisk och (c, 1p) finna alla I6sningar i Z;g till 217 = 7.

Loésning: a. G bestar av alla « € Z;g med sgd(z,18) =1, sa G = {1,5,7,11,13,17}.

b. G &r cyklisk precis om det finns ett g € G med samma ordning som gruppen, o(g) = |G|.
|G| = 6, s& m&jliga ordningar ar 1, 2, 3, 6 (ty o(g) | |G]). 1 Z1g ér 5 # 1,52 =7 # 1,53 =
5.-7=17#1,sa 0(5) # 1,2, 3, dvs 0o(5) = 6 och 5 genererar G, som alltsa ar cyklisk.

c. Varje x € Zig som uppfyller z!7 = 7 #r inverterbart, 2 € G (ty 2! =7 = z - (219 . 771) = 1)
och eftersom varje element g € G (enligt Lagranges sats) uppfyller ¢/l = ¢% =1 (och déarmed
g'® = 1), blir ekvationen om z € G: 21" =2¥r 1 =271 =7, dvs 2 =771 = 13.

Svar a: G = {1,5,7,11,13,17}, b: G &r cyklisk, c: enda 16sningen ar x = 13.




5) (3p) G = (V, E) har kromatiska talet x(G) = n och om en ny kant laggs till G, 6kar det
kromatiska talet. Vi ska visa att antalet hornfargningar av G med n farger ar n!.

Losning: I en minimal fargning av G har varje par av hérn som inte dr grannar samma farg
(annars duger samma fargning med en kant till). Det finns alltsa n st méngder av horn som
maste ha samma farg, olik de andras, i minimala fargningar. En minimal fargning innebéar
precis en fordelning av de n fargerna pa dessa, sa det finns n! sadana. Saken ar klar.

6) m € S11 ges av att w(1) =4, 7(2) =1, n(3) = 11, n(4) = 9, 7 (5) = 10, 7(6) = 8, 7(7) =
3, m(8) =6, 7(9) =2, w(10) = 5, w(11) = 7. Viskall (a, 1p) skriva 7 i cykelform och finna
m:s ordning, o(w), (b, 1p) avgéra om 7 &r jamn eller udda och (c, 2p) finna antalet olika
o € Sq1 som uppfyller 0% = id.

Losning: a. 7(1) =4, 7(4) =9, 7(9) =2, 7(2)=1,... sa7m=(1492)(3117)(510)(6 8).
Dess ordning dr mgm av cykellingderna, o(7) = mgm(4, 3,2,2) = 12.

b. Eftersom 7 innehaller 3 cykler av jimn ldngd (dvs udda cykler), dr = udda.

c. o uppfyller 0% = id omm alla dess cykellingder #r delare till 65, sa det handlar om

alla o0 med cykelstrukturer [111], [1°5], [15%] Antalen sadana &r 1, (1) - 4! = 44l = Wb

(vilka 5 i 5-cykeln?, vilken 5-cykel av dem (godtycklig forst, 6vriga ordnas)?) respektive (151) . (g) . % 412 =
11161412 11112

EI.6L5L12 — 5.5 (vilka 5 i férsta 5-cykeln, vilka i andra, vilken cykel ar forst?, vilka tva 5-cykler av dem?).

Svar a: # = (1492)(3117)(510)(68) och o(w) =12,
b: 7 ar en udda permutation,

c: Antalet sddana o dr 1 + ;_16!! + ;'25!!(= 809 425).

7) (4p) Fibonacci-talen {F},}22 ; definieras av Fy =0, Fy =1, Fy10 = Fpp1+F, forn € N
Vi skall for allan € N, k € Z, visa att Fj,1 = Fj,Fx—1 + Fp41Fg.

Losning: Vi visar for k € Z att Py : Fyyp = FuFie—1 + Fry1Fy, alla n € N, ar sant.
Bas: Pl ar sant, ty HL; = FnFO + Fn+1F1 = Fn -0+ Fn+1 1= Fn+1 = VL, alla n € N.
Steg: Antag for ett godtyckligt & € Z, att Py &r sann.

o . Pr(med n + 1
Da ar VLgi1 = Fn+(1€+1) = F(n+1)+k K = ) Fn,+1Fk—1 + F71,+2Fk = Fn+1Fk—1+

F(Fng1 + Fo) Py = oy + Fp1 (Fe + Fro1) = FoFy + Fpp1 Fry = Higyq, allan € N
Sa P, = Px11, alla k € Z, och P; sanna. Induktionsprincipen ger Py sant, alla k € Z_ .
Saken ar klar.

(Man kan alternativt visa Py, P> och (Py, Pi41) = Pr4o, alla k € Z4, eller anvinda induktion dver n istéllet.)

8) (4p) Vi soker antalet bijektioner f: AUB - XUY UZ meda € A= f(a) ¢ X, b€
B=f(b)¢ Zda|AUB|=|XUYUZ|l=27 |Al =15, |B| =16, |X|=Y|=|Z] =9.

Losning: 27 =|AUB| = |A|+|B|—|ANB|=15+16 — |[AN B| ger att |AN B| = 4.
IXUuYUZ| =27=949+4+9=|X|+|Y]|+|Z] ger att X, Y och Z ar disjunkta.

f pd AN B éar en injektion — Y (varken X eller z). Den kan véljas pa (9)4 = % satt.

f maste ta alla X-virden pa resten av B. Kan viljas pa (12)g = 13—2,' SAtt (injektion X — (B~ A))
och pss alla Z-véirden pa resten av A, (11)g = 1—1,' Sétt.

Iresterande 2 punkter i A, 31 B, tar f godtyckliga, olika varden i Y\ f[ANB], 5! mojligheter.

Multiplikationsprincipen ger totalt % . 13—2,' . 12—1,' 5! =9!-11!2 olika sddana f.

Svar: Det finns 9! - 11!2(= 578 195 182 662 451 200 000) siddana bijektioner.




9) Vi stker alla z € Z[i] med (9 + 2i)z =3 —4 (mod 7+ 67).

Lﬁsning: Var metod att 16sa motsvarande problem i Z fungerar i alla euklidiska ringar, dven Z[i].
(94 2i)z2=3—4 (mod 7+ 6i) < (9+ 2i)z + (7 + 6i)w = 3 — 4 {or nagot w € Z[i].
Euklides algoritm:

942i=(T+6i)-1+(2—4), vitar —142i = (7 + 6i) — 2i - (2 — 4i) =
T4 6i=(2—4i)- 20 + (=1 +2i), sgd(9+2i,7+6i) = = (7+60) — 2i((9+ 2i) — (7 + 61)) =
2 —di=(—1+2)-(=2)+0 = —1+2i och far = —2i-(9+2i) + (1 + 24)(7 + 61)

(I algoritmens andra steg: 279t = —1 + 2i. Nirmast i Z[i] &r 2i (eller, ocksd mojlig, —1 + 2i).)
Division med sgd(9 + 24,7 + 6i) = =1+ 2i ger 1 = —2i(—1 — 47) + (1 + 2¢)(1 — 4i) medan
zw-ekvationen blir ekvivalent med (—1 — 4i)z + (1 — 4é)w = _‘311% =(=1-1).

20 = —2+ 21
Wo = 1—-3:

Multiplikation med (—1—1) ger (—1—4¢)(—2+2i)4+(1—4)(1-3i) = —1—i, sa {
ar en 16sning.

z,w ar da en 16sning omm (—1—44)(z—20)+(1—4¢)(w—wp) = 0, AVS (eftersom sgd(—1—4i, 1—4i) =
1, maste (1 —44) | (z — 20), s& z — z0 = (1 — 4i)k, k € Z[i], och alla k € Z[i] ger 16sningar) 2 — 20 = (]. — 4Z)k
(och w — wo = (1 + 4i)k) fOr négot ke Z[l]

Svar: Alla sidana z ges av z = —2 + 24 4+ (1 — 44)k, dar k € Z[i] dr godtyckligt.

(Alternativt kan man anvidnda Eulers metod eller regler for modulorékning.)

10) En polyeder ar enkel om grafen av dess horn, kanter och sidoytor ar isomorf med en
plan graf. Defekten k; i hérn j i en polyeder &r vinkeln som ”fattas” om man plattar ut
hornet. Vi ska visa Descartes formel, att Zj kj = 4w dels (a, 1p) da polyedern &r en
tetraeder, dels (b, 4p) for en godtycklig enkel polyeder.

Losning: Lat «;; vara vinkeln i sida ¢ vid hérn j (0 om hérn j inte ligger vid sida ¢). Da &r
Ry = 271'72Z Q5 och Zj Ry = Z]‘ 27T*Zj Zi Q5 = 2’/TU*Zi Zj Q5 = 2’/T1)72i(nz'72)7r =
=2m(v—e+r) =4, déar v, e, r ar antalen horn, kanter och ytor, medan n; ar antalet kanter
i sida 4. (Vi har anviint 3, n; = 2e och Eulers polyederformel.) b-Saken ar klar (och a foljer ur b).




